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Objetivos
En esta quincena aprenderas a:

e Identificar, representar y
ordenar nUmeros racionales.

e Efectuar operaciones con
fracciones.

e Expresar fracciones como
numeros decimales y nimeros
decimales como fracciones.

e Calcular potencias con
exponente entero y efectuar
operaciones con potencias.

e Aproximar niumeros y calcular
el error absoluto y relativo.

e Cdémo se expresa un numero
en notacion cientifica y como
se realizan operaciones con
nameros en esta notacion.

e Utilizar los numeros racionales
para resolver problemas
relacionados con la vida
cotidiana.
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Numeros racionales

Antes de empezar

Investiga

Con los numeros enteros es facil calcular el siguiente de un numero: El
siguiente de -3 es -2, el siguiente es -1, el siguiente es 0, el siguiente es 1, el
siguiente es 2, y asi sucesivamente.

La cosa no es tan clara si los niumeros son fraccionarios o decimales. Intenta
encontrar el siguiente de estos nimeros:

2/3 1,6 1,675 1,67555... 1,6799....
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1. NUmeros racionales

Decimales periédicos

Una fraccion es un cociente entre dos numeros
enteros. La division de esos dos numeros da lugar a
una expresion decimal con un grupo de cifras que
se repiten periédicamente, el llamado periodo, y que
puede ser:

e Decimal peridédico puro.

12/11 = 1,0909009... = 1:09 - £ seriodo es 09

¢ Decimal periodico mixto.

31/15 = 2,06666... = 2, ﬂg ; El periodo es 6
e Decimal exacto.
1/8 = 0,125000... = 0,125
Fraccion generatriz

Todo decimal peridédico puede expresarse en forma de
fraccion a la que llamaremos fraccion generatriz
dedecimal en cuestion.

En estos casos no es necesario aplicar la formula sino
que resulta mas sencillo proceder de la siguiente
manera:

Decimal exacto

Se divide el numero sin coma, por la unidad
seguida de tantos ceros como cifras decimales
hay.

Decimal periédico puro
En el numerador se escribe la diferencia entre la
parte entera seguida del periodo y la parte entera,
en el denominador tantos nueves como cifras
tiene el periodo.

Decimal periodico mixto

En el numerador se escribe la parte entera
seguida de las cifras hasta acabar el primer
periodo menos la parte entera seguida de las
cifras hasta comenzar el periodo, en el
denominador tantos nueves como cifras tiene el
periodo seguidos de tantos ceros como cifras hay
entre la coma y el comienzo del periodo.
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El resto siempre es menor que
el divisor, luego a lo sumo en
un numero de pasos igual al
divisor, el resto se va repetir y
las cifras decimales del
cociente también.

Decimal exacto x=71,52
2 cifras decimales:
se multiplica por 102

100x=7152

_ 7152
X = o0

Periodico puro  x=853,11...

Periodo con 1 cifra:
se multiplica por 10

10x=8531,11..
Restando: 9x=8531-853

— 7678
9

Periodico mixto x=4,9368368..

1 cifra entre la coma y el periodo:

se multiplica por 10
10x=49,368368...

Periodo con 3 cifras:

se multiplica por 103

10000x=49368,368...
Restando: 9990x=49368-49

49319

X = 5090
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Para dividir un segmento en partes
iguales, se dibuja una recta auxiliar
desde un extremo del segmento,
sobre ella se toma una medida
arbitraria 'y con el compas se
traslada tantas veces a la derecha
como partes se quieran hacer.

Se une el Ultimo punto asi obtenido
con el otro extremo del segmento, y
se trazan paralelas a este Ultimo
segmento. Estas paralelas dividen el
segmento inicial en las partes
deseadas.
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Ordenacion y representacién grafica

Los numeros racionales estan ordenados, de manera
que siempre podemos comparar dos cualesquiera y
podemos representarlos como puntos de una recta.

Para comparar dos numeros racionales los
escribimos en forma de fraccion, los reducimos a
comun denominador y comparamos los numeradores,
teniendo en cuenta que:

Cualquier fracciébn negativa es menor que
cualquier fraccion positiva.

De dos fracciones positivas con igual
denominador es menor la que tenga el menor
numerador.

De dos fracciones negativas con igual

denominador es menor la que tenga el humerador
con mayor valor absoluto.

Para representarlos graficamente utilizaremos la
técnica descrita en la imagen adjunta.
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EJERCICIOS resueltos

1. Determina de qué tipo son los decimales que resultan de las fracciones siguientes:

73 22 36

Solucion: a) 1.260273972602739726027397260274... Periddico puro

b) 2.590909090... Peridédico mixto
c) 0.75 Decimal exacto

2. Calcula las fracciones generatrices de los siguientes decimales:

— _ _ 2375
a) x=2,375 = 1000x=2375 = X=1300

b) x=43,666... = 10x=436,666... = 9x=436-43=393 = x:%ﬁ—%

) x=4,3666... = 10x=43,666...=> 100x=436,666... = 90x=436 - 43 = x=33 131

3. Ordena de menor a mayor las siguientes fracciones: 2,3,2,2,5

El minimo comUn mdultiplo de los denominadores es 180. Reducimos las fracciones a

denominador comun:

324 -9 _ -810

45 -9 _ 180 9 _
180’ 2 ~ 180 °

_ 45 =180 9 _
"5

=S5 _90 3 _ =S _
10 180’12 180’ 9 ~ 180

Ahora ordenamos: primero los negativos de mayor a menor numerador en valor absoluto y
luego los positivos de menor a mayor numerador:

4. Representa en la recta las siguientes fracciones:

a) 2/3 b) 19/4 =4 + 3/4 c) -23/5 =-5+ 2/5
gl O D "E
__.':1"" 2 . b 19 g L _.;:TJ_ES
; “3 - 4 E " B
0 B3 1 4 . ] 5 . 4
Se divide el segmento (0,1) en 3 Puesto que 19/4 = 4 + 3/4, se  Puesto gue -23/5 = -5 + 2/5, se
partes iguales y se toman 2. divide el segmento (4,5) en 4 divide el segmento (-5,-4) en 5
partes iguales y se toman 3. partes iguales y se toman 2.
cidecd
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Propiedades de la suma

Conmutativa: El orden de los
sumandos no cambia el resultado:

42 . 8 _ 48 99 _ 47
T q E¥] E¥] EY]
e I P <. B - B LY
PR a4 a4 ET

Asociativa: Cuando hay varios
sumandos se pueden agrupar en
cualquier orden:

A2 {8 , .6 ]_ A2, 93 _ 647

K] 4 3 |11 52 572
[-12 ! ]+ B _ 147 B _ 1647
T 4 13 a4 13 572
Elemento neutro: Cualquier

fraccion sumada con cero da la
misma fraccion. (Ten en cuenta que
0=0/1=0/2=0/3=...)

A2, 0 _ Az+d _ 12

11 1M1 11 11

Elemento opuesto: Dada una
fraccion cualquiera existe otra (su
opuesta) que sumada con ella da
cero:

-12 12 A2+12 0

+ :—:—:I:I

11 11 11 11

El  producto de fracciones puede
entenderse como el resultado de calcular
una fraccion de otra fraccién. En el
ejemplo tenemos una parcela dividida en
cuatro fases:

Las zonas de adosados representan 3/12
del total de la parcela, pero esa fraccion
puede interpretarse asi: hay adosados en
3 fases de las 4 (3/4) y en cada fase
ocupan 1 parte de cada 3 (1/3). Total

3
12

13
34

2. Operaciones con fracciones

Sumay diferencia

Para sumar fracciones se reducen a denominador
comun, se deja el mismo denominador y se suman los
numeradores.

Para restar fracciones se suma la primera con la
opuesta de la segunda.

Producto y cociente

Para multiplicar dos o mas fracciones

it a c ac
se multiplican los numeradores y se BE:ﬁ
multiplican los denominadores.
Para multiplicar una fraccién por un o

niamero entero, se multiplica el E_C:

numerador por el niumero y se deja el |p b
mismo denominador.

Si el nimero por el que se multiplica es -1 el
resultado se puede poner de varias maneras.

cidecd
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La inversa de una fraccion es otra fraccidon que se
construye intercambiando en la fraccion inicial el

denominador con el numerador. Si el numerador Conmutativa: El orden de los
... ., . . factores no cambia el resultado:
inicial es cero la fraccidon no tiene inversa. 5 A3 5.(43) _ 65
= 7 T z.7 s
1 13 -5 _ -13-(5) _ E5
b I R

. a b a
La inversa de b es — Yy se representa ™ =
a

Asociativa: Cuando hay varios
factores se pueden agrupar en
cualquier orden:

=B ELIELIE-BE -

Para dividir fracciones se 2 L7 s 2 ¥
o . a.c ad ad [i.-ﬁ ]_.10_55..10_.550
multlpllca la primera por la —l—=——=— = T =4 5 - T
inversa de la segunda. bd b c bc
Elemento neutro: Cualquier
fraccion multiplicada por uno da la
misma fraccion.
S 5 1 _ 51 _ 5
I R T P T
Elemento inverso: Dada una
; : fraccion cualquiera (excepto las de
OperaCIOneS combinadas numerador igual a cero) existe otra
(su inversa) que multiplicada con
Cuando se van a efectuar operaciones combinadas ella da uno:
(con fracciones u otro tipo de nimeros) hay que tener e —t Y
en cuenta las siguientes reglas de prioridad: %ES 2 fraccisn imersa dE%

e Si no hay paréntesis:

0 Se efectiian en primer lugar todos los productos
y cocientes de izquierda a derecha.

Distributiva: Cuando se multiplica
una fraccion por una suma de
fracciones se puede multiplicar la

0 Con los resultados obtenidos se hacen las sumas fraccion por cada sumando vy
y restas, también de izquierda a derecha. realizar la suma después:
S LN T I L
3 [9 8 T3 72 216
1o 14 . 10 14 140 . -140 140
8 q ) 5 27 24~ 26
¢ Si hay paréntesis:
0 Se efectian primero las operaciones de los La propiedad contraria de Ia
paréntesis de acuerdo con las reglas anteriores. propiedad distributiva es sacar

factor comin. Esta propiedad

o Si hay.parentes!s amdados se van haciendo las consiste en que cuando hay varios
operaciones del interior al exterior. sumandos y todos ellos van
0 Debe tenerse en cuenta que los paréntesis multiplicados por un mismo factor,
pueden estar implicitos, por ejemplo, si en el se puede hacer primero la suma de
numerador o en el denominador de una fraccién esos sumandos y multiplicar el

hay operaciones, debe considerarse que estan resiEe P &l (EEms:

dentro de un paréntesis aunque éste no se haya
escrito.
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5. Calcula ~1,9 Mcm(11,8) = 88, luego —1, 9 =8 99 91
11 8 11 8 88 88 88
6. Calcula —9_-7 Mcm(5,12) = 60, luego —9 _ —7 _ 108 35 -108+35 -73
5 12 5 12 60 60 60 60
7. Calcula ;9_7 ;9_7=;9_§=;44
5 5 5 5 5
8. Calcula =9 _-7_2 o4 -8 Mcm(5,12,10)=60 luego
5 12 10 5
-9 -7 2 -8 -108 35 12 540 96 575 115
—_— - — 4+ — — =—t —+ —+ —+ —=—=—
5 12 10 5 60 60 60 60 60 60 12
9. Calcula -1 -6 -1 -6_6 _ 6
-5 7 -5 =35 35
10. Calcula —1.-6 j;ﬂzwzi__i
-5 -5 7-(-6) —42 42
11. Calcula _—1-(—6) _—1-(—6):§
7
12. Calcula (g -1 _6 1.6
(-6) Z (-6) - ==
13. Calcula _—1:(—6) _—1:(—6)= -1 _-1_1
7 7 7-(-6) -—-42 42
14. Calcula (—6)-_—1 (—6)-_—1 _(6)7_-42 42
7 7 1 -1
15. Calcula ﬂ;4+1_§.3_3_2
6 7 4 6
Antes de hacer ninguna operacion simplificamos. Luego hacemos primero los productos y cocientes de
izquierda a derecha y luego las sumas y restas. Recuerda simplificar siempre antes de operar.
2 1 3 1 2 1 9 1 1 1 9 1 7+6-189-14-84 —274 137
— 4+ -——-—"3-—-2=—+4+—-—=-——— = —+—————= 2= = =——
3 7 2 3 12 7 2 3 6 7 2 3 42 42 21
16. Calcula f+ 1.7 7 E+1;Z
6 7 2 6 6
Igual que antes, pero ahora los paréntesis alteran las prioridades.
2 1 1 2 9 28+294-27 295
—+1-7-|=+=|== —_——— =
3 2 7 3 14 42 42
5.3 2
17. Calcula 7 2 5
1 1 7 1
7 2 2 2
5 3 2 10+21 2 2
7'2. 5 _ 14 .5_31.5 31,2 _31.1_310
1,177 1 247 '8 9°4 9 20 910 9
7 2 2 2 14 2

cidecd
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3. Potencias de exponente entero

Definicion

Sea a un numero racional distinto de cero y n un
nimero entero. Se llama potencia de base a y
exponente n al nimero:

1 a si n=1
a-a-..'" .ra si n>1
" =
a = 1 si n=0
-n

1 1 ]

—| =—, si n<0
A" a ﬂ_

Operaciones con potencias

Cuando se van a efectuar operaciones combinadas y
entre esas operaciones hay potencias, a las reglas de
prioridad que conociamos hay que anadir una nueva
y en primer lugar:

e Se efecttan en primer lugar todas las
potencias de izquierda a derecha.

e A continuacion, todos los productos vy
cocientes de izquierda a derecha.

e Con los resultados obtenidos se hacen las
sumas y restas, también de izquierda a
derecha.

Las prioridades anteriores pueden alterarse con
paréntesis, o también si pueden aplicarse algunas de
las propiedades vistas en la pagina anterior
(productos o cocientes de potencias de igual base)

12 m MATEMATICAS 3° ESO

Para multiplicar potencias de igual
base se deja la misma base y se
suman los exponentes:

(=) (=)= (=)

Para dividir potencias de igual base
se deja la misma base y se restan
los exponentes:

l&)f (2
ESY

Para elevar una potencia a otra
potencia, se deja la base y se
multiplican los exponentes:

(=P P=(=)"

Para elevar un producto a una
potencia se puede elevar cada
factor a esa potencia y multiplicar
después:

(5-a3y*=5%.g*

Para elevar una fraccion a una
potencia se elevan a la misma el
numerador y el denominador:

( -1 )4= -1

g 94
Ojo:
(.53 =625
_5%=_g25
cidead



18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

4 4
Calcula ) ) :i:ﬁ
9 9 9* 6561
-2 -2 2
Calcula _(~2 (=2 - _ o :_E
5 5 -2 4
Calcula 3 ge_ 1 _1
3" 81

-3
Calcula (1]

3
Ca|CU|a _5_(1) :Q:E:(_l)o
3 2 7 4

Hacemos primero las potencias y luego aplicamos las prioridades anteriores:

5 163, 5 33, 5 1., 5 1__ 38

3 874 3 28°4° 3 77 3 71 2
Transforma 1000 en potencia de 10 1000 = 23.5% = (2.5)° = 10°
Transforma 0,00001 en potencia de 10 0.00001 = 1 =i=10—5
’ 100000 10°
Transforma 16 en potencia de 2 16 = 24
Transforma 0,0016 en potencia de 5 o,oomzi 1 1 -5

10000 625 5°

Expresa cada término como potencia de 10 y simplifica

1Y L el 1
(-041) : (~1000)?(0,01)? 2(_10j 10°) (1()2) _107:10°40 _10°10"* 107

-21n0-2 -2 4 1n-2 2 - 2 =10
0,01°10 ( 1 ) 102 10710 10 10

102

Expresa cada término como potencia de 4 y simplifica
1 1 2 1 1
N2 ~Ap2 4 ' —ZI -2
(-64)° 647  (-4)° (&) 424540 44
(-64):4 (-4°):4 —434 8

Simplifica todo lo posible la fraccidon siguiente de manera que el resultado quede en

forma de productos y cocientes de potencias de exponente positivo.

(2—2 3)2 .53 2 B 2—4 '32'53 2 B 34.53.76 2 B 38.56.712
23.(3.73)—2 - 23.3—2 '7—6 - 27 - 214

cidecd
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4. Notacion cientifica

Productos y cocientes por potencias de 10

Sea n un ndmero entero positivo. Estas son las reglas
para multiplicar o dividir un nidmero racional por 10":
¢ Multiplicar por 10" (equivale a dividir por 10™)

o Si el numero es entero se afiaden a la derecha
tantos ceros como indique el exponente.

o Si no es entero se desplaza la coma hacia la
derecha tanto como indique el exponente,
completando con ceros si es preciso.

e Dividir por 10" (equivale a multiplicar por 10™)

o Se desplaza la coma hacia la izquierda tantos
lugares como indique el exponente afiadiendo
ceros si fuera necesario.

NUumeros muy grandes o muy pequefos
Se dice que un numero estd escrito en notacién
cientifica si tiene el siguiente aspecto:
C,,C;C;..C,-10"
donde ¢, es una cifra distinta de cero, ¢y, C3, ..., Cp
son cifras decimales y n es un numero entero
(positivo, cero o negativo). Se dice que n es el orden
de magnitud del nimero.
Este tipo de notacion es especialmente adecuada para
el tratamiento de ndmeros muy grandes o muy
pequefios porque, a causa de su longitud, es facil
equivocarse con sus cifras y de esta manera el orden
de magnitud nos informa con claridad de su tamafio.
El nombre es debido a que este tipo de numeros
aparecen con frecuencia en el &mbito de la ciencia.

Operaciones en notacion cientifica
Basta tener en cuenta las operaciones con potencias.
Fijate en los ejemplos siguientes:

Tamaiio de la
‘wibacteria del colera

Diametro de la -
galaxia de
& Andromeda:

;11'}1_7 km |

La galaxia de Andrémeda tiene iCuantos Jtomos de oxigeno
un diametro de 100000 afos-luz caben z lo largo de una bacteria?
y estad situada a unos 2000000
de afios-luz, écudl es  su

~ . : 1,59-107°
didgmetro y cuanto dista en km? S

T =1,325-10*

Velocidad de la luz:300000 km/sg

En un afio:
200000-365-24-60-60=
9.460.800.000.000 km =
9,4608-10"?

iCuantos nicleos de oxigeno
caben a lo largo de un atomo?

1077 -
Diametro de la galaxia (km): _L2-107 10_1,] =0,1832-10°
10°.9,4608-10'*=9,4608-10" 6,55-107°
Distancia (km): en notacién cientifica
4
2.10°.9,4608-10'=1,8922.10"° =1,832-10
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72639 -10° = 726390000000

7?2?9 =72639-107 = 0,0072639

12,88003 - 107 = 128800300

5_?(,31: 50,83 -10° 7 = 0,00000508:

'\K
&
Con la calculadora
Para introducir en la
calculacdora numeros en

notacion cientifica como:
» 90,0043 - 10%3
Teclea 9. | 0043 EXF 13
Aparecera: | 9.0043 =
» 6,0743 - 107*°
Teclea 6| .| 0743 EXF |+/- 18
Aparecera: | 6.0743 1§
Siintroduces:
» 900,43 - 10*?
Teclea 900 |. |43 EXP 13
Aparecera: | 900.43 =

Y pulsando | = | sale el n? en
notacion cientifica: 9.0043 1°

Diametro del
atono de oxigeno:

1,2:107. mm

Diametro del
niicleo:

6,55-10 2 mm

cidecd



30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

EJERCICIOS resueltos

Calcula 63.785-108 6.378.500.000.000
Calcula 133,75078-10%° 1.337.507.800.000
Calcula 30189-1072 30189 — 301,89
100
Calcula 626,2:10° 6262 - 006262
100000
Pasa a forma cientifica el nimero 94494000 9,4494-10’
Pasa a forma cientifica el nUmero 0,0000007308 7,308-1077

Efectla las siguientes operaciones dejando el resultado en notacién cientifica:
(5,6733-10%) -(1,6258-10°) 9,22365114-10™

Efectla las siguientes operaciones dejando el resultado en notacion cientifica:
(1,2319-10°) -(8,4798-10)
10,44626562-101° = 1,044626562:10-10° = 1,044626562-10°

Efectla las siguientes operaciones dejando el resultado en notacion cientifica:

9,998910" 6,0887224455.107!
1642210

Efectla las siguientes operaciones dejando el resultado en notacion cientifica:
1,3472107°
3,21710*

0,4187752564501:10* = 4,187752564501-10%-10* = 4,187752564501-10°*°

cidecd MATEMATICAS 3° ESO
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5. Medida de errores

Aproximaciones

En la vida real suelen presentarse situaciones en las
qgue no se puede, o no interesa realizar calculos con
valores exactos, bien porque éstos no se conocen,
bien por que la informacién que ofrece el resultado
exacto es irrelevante. En estas situaciones se recurre
al cdlculo con aproximaciones. En las imagenes de la
derecha se te muestran algunas de estas situaciones
en la vida real.

La manera mas habitual de efectuar una
aproximacion es la denominada redondeo. Esta
operacion se puede aplicar a numeros enteros o a
decimales. El concepto de redondeo es bastante
intuitivo y lo entenderas perfectamente a partir de los
ejemplos y de los ejercicios resueltos.

Hay otras formas de aproximacion, pero las veras con
mas detalle el préoximo curso.

Aprox. por defecto: 2,7 Aprox. por exceso: 2.8

Valor mas probable: 2,75

Error absoluto y error relativo

Presentamos aqui una serie de medidas que se usan
para controlar los errores en los calculos
aproximados.

e Error absoluto: Es la diferencia (en valor
absoluto) entre el valor exacto y el aproximado.
Tiene las mismas unidades que los valores que se
usan.

e Cota de error: Es la longitud del intervalo, en
torno al valor aproximado, en el que puede
encontrarse el valor exacto. Esta medida se usa
cuando no se conoce el valor exacto.

e Error relativo: Es el cociente entre el error
absoluto y el valor exacto. No tiene unidades y
puede expresarse también en forma de
porcentaje. Cuando el valor exacto no se conoce,
el error relativo se puede calcular dividiendo la
cota de error por el valor aproximado.

16 m MATEMATICAS 3° ESO

Goc igle epartes
Buscar en & 1awen € popnas cnsspatol—C—papnade Expaa
La Wb Rosusacs 1 - 10 do aproxmadamants 120.000.008 s deportes

Abajo tienes una factura de una editarial por laventa de un libro. En ella se indica gue
el precio del ejemplar sin VA es de 34'G2€ al que hay gue sumar un 4% de WA

34'62 - 0'04 = 1'3848, pero como |a menor unidad monetaria es el céntimo, en la factura
se redondea la cantidad a las centésimas, es dacir a 1386

= EDITORIAL FACTURA
AVD

CIF.
Tel.

Fax
Web:

= — CLIENT) apellidos
Nimero factura Fechn Referenca ‘ Direccin

000000 del/mim/aaan DI

Cantidad Codigo Articulo
CODIGO CIVIL.
1 84-609-1019-9 | (Leyes con mirgenes) 3462 4 362
Total sin TVA 3462
Descuento P Ilml"l’aw[v IVA | Base imponible | Importe IVA | Imports RE
N ’ 4% 3462 1'38

TOTAL FACTURA  36'00 €

EJEMPLO 1

En el ejemplo de la factura el IvA
era el 4% de 34'62 € es decir,

0'04 - 34'62=13848 €130 €

Walor exacto del [VA 13848
Valoraproximadao: 138

ERROR ABSOLUTO = [1'3848 - 1'38|=0'0048 €

_ 00048 . .
ERROR RELATIVO = e = 0003466 =035 %

El error relativo 85 mas sionificativ;

=i elvalor exacto huhiera sido 0'0148 v el aproximado
0'01, el errar absoluto seria el mismo: 0'0048, pero

iiii el retativo seria 2008 048 = 48w

EJEMPLO 2

Resultados Google:
Valor exacto: DESCONOCIDOD
“alor aproximado: 120000000

Resultados Ask:
Yalor exacto: DESCONOCIDO
Valor aproximada: 26.900.000

Sin conocer el valor exacta no podemas hallar el error absaluta,
pero las colas de ceros sugieren un redondeo a las decenas
de milldn en Google y a las centenas de millar en Ask. Los
valores exactos estardn entre 115.000.000y 125.000.000 para
Google y entre 26.850.000 v 26.950.000 para Ask,

Google
COTA DE ERROR = [125000000 - 120000000| = 5000000

_ _ 5000000 w O w470
ERRORRELATIVO = Sroerore = 004417 = 4117 %
Ask
COTA DE ERROR = 26950000 - 26900000| = 50000
_ 50000 . o
ERROR RELATVG = 26900000 ™ 0'001859 =019 %
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EJERCICIOS resueltos

40. Redondea a las centésimas 171,39664703 171,40

41. Redondea a las diezmilésimas y pasa a notacion cientifica 0,0065439

0,0065 = 6,5-107°

42. Redondea a las decenas de millar y pasa a notacién cientifica 859.417.590

859.420.000 = 8,5942-108

43. 460.000.000 es un redondeo a las decenas de milldn de 456.099.072. Calcula el
error absoluto y el relativo.

Error absoluto = |460.000.000-456.099.072| = 3.900.928
Error relativo = 3.900.928 / 456.099.072 = 0,0085528085 = 0,86%

6. Aplicaciones

Problemas de aplicacion

— PROBLEMA 1
La piscina de un chalet dispone de dos entradas de
TR AT agua para su llenado. Si sdlo se usa la primera, la

- piscina tarda 5 horas en llenarse. Si sélo se usa la
segunda tarda 3 horas. {Cuanto tardara en llenarse
con los dos grifos abiertos a la vez?

SOLUCION:
Si tarda 5 horas en llenarse con el primer grifo, cada
hora llenara 1/5 del total de la piscina.

Si con el segundo tarda 3 horas, cada hora llenara
1/3 de la piscina.

Si estan abiertos los dos, cada hora llenara

1 1 8
=
5 3 15

de la piscina, por lo que tardard en llenarla 15/8 de
hora, es decir, 1,87 horas = 1 hora 52 minutos.
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PROBLEMA 2.

El tridngulo de Sierpinski es una figura geométrica
de un tipo especial denominado fractal. Se construye
en forma recursiva a partir de un tridngulo equilatero.

El tridngulo de Sierpinski de nivel 1 se obtiene
quitandole al tridngulo anterior el triangulo equilatero
que se obtiene uniendo los puntos medios de cada
lado.

El de nivel 2 se obtiene repitiendo el proceso sobre
los tres triangulos que forman el triangulo de
Sierpinski de nivel 1.

El de nivel 3 es lo mismo aplicado al nivel 2 y el
proceso continla de forma indefinida. De hecho, el
auténtico triangulo de Sierpinski es la figura
geométrica que resulta de aplicar este proceso
infinitas veces.

Si el area del tridngulo inicial es de 1 m?, écudl es el
area del triangulo de Sierpinski de nivel 4?

SOLUCION:
Como es facil de ver, el area del tridngulo de cada
nivel son las tres cuartas partes del area del nivel

anterior, asi,

el drea del tridngulo de nivel 1 serd 3% m? = 0,75 m?
el area del tridngulo de nivel 2 serd: 3-2=(3)*=2m?
g 44— \4) 16
. 7 3 3 2 . s
el de nivel 3 sera (1 m* y el de nivel 4 sera

() =%=% m’ = 0,3164 m?

1d3did o

18 m MATEMATICAS 3° ESO
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PROBLEMA 3.

El aire presiona sobre cada cm? de la superficie
terrestre con la fuerza de 1 kg. Si la superficie del
planeta es de unos 510 millones de km?, écudnto
pesa la atmédsfera?.

Si el planeta pesa unas 6-102! Tm, écudntas veces es
mas pesado el planeta que la atmdsfera?

SOLUCION:
1 km? = 10° cm?

510.000.000 km? = 5,1:10® km? = 5,1-10%-10'° cm? =
5,1 -10% cm?.

Como el peso sobre cada cm? es de 1 kg,

la atmésfera pesa 5,1 - 102 kg

1 Tm = 1000 kg = 10° kg
6-10°' Tm = 6-10** kg. 10**/10'® = 10° = 1.000.000

El planeta es, aproximadamente, un millon de
veces mas pesado que la atmoésfera.

Con algo mas de precision:
(6/5,1)-10° = 1,18-10° veces.

PROBLEMA 4.

En joyeria se usa la onza troy (0z) como unidad de
peso para el oro. Una onza troy pesa 31,1034768 g.
Si el precio del oro es de 273 €/0z, calcula el precio
de un gramo de oro.

Cierto joyero que trabaja el oro dispone de una
balanza que comete un error maximo de 5 centésimas
de gramo por gramo. Con el precio anterior {cuanto
puede ganar o perder por cada onza y por cada
gramo a causa del error?

SOLUCION:

1 gramo cuesta 273/31,1034768 =~ 8,78 €
(Redondeamos a los céntimos)

Un error de 0,05 g por gramo da un error relativo de
0,05/1 = 0,05 = 5%, por tanto, el joyero puede
ganar el 5% de 273€ en una onza y el 5% de 8,78€
en un gramo:

5% de 273€ = 0,05 - 273 = 13,65 €/0z

5% de 8,78€ = 0,05 - 8,78 = 0,44€/g
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Para practicar

El ayuntamiento de una ciudad vende 1/3
de un solar a una empresa constructora y
3/4 del resto a otra, quedando aun 5 Ha
sin vender. éQué superficie tiene el solar.

El importe de la reparacion de un coche en
un taller es de 382€ sin IVA. ¢A cuéanto
asciende la reparacién con un IVA del
16%?

Hemos pagado por un vestido 280€ y, en la
etiqueta, nos indican que se le ha aplicado
una rebaja del 20%. éCual era el precio del
vestido antes del descuento? (Redondea el
resultado a céntimos).

¢Qué cantidad de vino hay almacenado en
once cajas y un tercio si cada caja tiene 24
botellas de tres cuartos de litro cada una?

Una fuente llena un depdsito en 4 horas y
otra lo hace en 13 cuartos de hora. éQué
fraccion del depdsito llena cada una por
separado en una hora? ¢Y las dos juntas?
éCuanto tardaran en llenar el depdsito las
dos a la vez?

En un almacén venden café en paquetes de
1/4 kg y descafeinado en paquetes de 1/3
kg. El precio por kg de ambas variedades
es el mismo. Un bar ha comprado 23
paquetes de café normal y 21 de
descafeinado, pagando un total de 71,46€.
éCual es el precio de un kg de café?

Quiero hacer una copia de seguridad de
los archivos de mi PC que ocupan 188 GB
éCuantos DVD’s de 4,5 GB necesito al
menos para hacerlo? ¢Y si uso CD’s de 700
MB? éCuantos de los antiguos disquetes de
1,4 MB serian necesarios? ¢Y de los
antiquisimos de 360 KB? (Utiliza la tabla
adjunta).

La unidad minima de informacion es el

hit {1b) (Con b mindscuia)

1Byte = 1B (Con B maylscizl =8h

10
1KiloByte=1KB=2 B = 1024 Bytes
(aproximadaments il

10 20
1MegaByte=1MB=2 HKB=2 B
{aproxirnadamente Un milion)

1 GigaByte =

10 20 30
1GB=2 ME=2 HKB=2 B
(aprosimadamente il fmiliones)

MATEMATICAS 3° ESO

8. Sabiendo que el radio del planeta Jupiter es

de 71492 km, calcula su volumen. Si su
masa es de 1,910’ kg, calcula su
densidad en g/cm?.

9. En condiciones normales, en un mol de

nitrégeno hay 6,022-10%*° moléculas de
nitrégeno y pesan 28 gramos. Calcula el
peso en gramos de una molécula de
nitrégeno.

10. Medimos una parcela rectangular con una

larga cuerda con marcas cada metro. (Ver
medidas en el cuadro adjunto). Repetimos
la medida con un teodolito, mejorando la
precision. Calcula las cotas de error que se
comenten al calcular la superficie en cada
caso. Con el precio que se indica, calcula
las mayores diferencias de coste en cada
caso segun la medida que tomemos.

Zon la cuerda:
b esta entre 652 my 653m
h esta entre 503 m v 504 m

Zon el teodolito:
b esta entre 65236 cmy 65237 cm
h esta entre 50365 cm y 50366 cm

Precio del m2 =044 £

11. Una empresa de demoscopia ha realizado

una encuesta de intencibn de voto,
obteniendo los resultados que ves abajo.
Con estos datos, la cadena de televisidon
ABCD informa de que el PBP* ganara las
elecciones. Por su parte, la cadena DCBA
dice que hay un empate técnico entre el
PBP y el PTC* ¢Quién crees que tiene
razén?

* PBP: Partido para Bajar el Paro
* PTC: Partido por el Trabajo en Casa

Intencidn de voto:

PBP = 42,46 %
PTC=39,80 %

Margen de error de la encuesta: 2,66 %
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¢Cual es el siguiente de un nimero racional?

Recuerda que ésta era la pregunta que planteabamos al iniciar el tema. Para fijar ideas
podemos tomar el cero. {Cual es el siguiente del cero? Alguien podria decir que el uno,
pero se le puede contestar que el 0,5 = %2 es un numero racional que esta entre el cero y
el uno. Entonces, podemos decir que el 0,1 es el siguiente. Pero, de nuevo, podemos
argumentar que el 0,05 = 1/20 es un numero racional que esta entre cero y 0,1. Y asi
podriamos seguir indefinidamente.

De hecho, se puede demostrar que dadas dos fracciones

la fraccién que se obtiene sumando los numeradores y sumando los denominadores esta
entre ambas, es decir:

a _a+c ¢
b b+d d

Por lo tanto, parece claro que es imposible saber cudl es el siguiente de un numero
racional cualquiera.

¢0 acaso si es posible para algunos? ¢No parece obvio que el siguiente del numero
9,12999999999... es el nimero 9,13?

Analicemos esto con mas detalle. El primero es un decimal periédico mixto y el segundo
es un decimal exacto.

9129-912 8217 913

La fraccion generatriz de 9,129999..... es
900 900 100

913
Por su parte, la fraccién generatriz de 9,13 es m

Por lo tanto, resulta que no es el siguiente, es el mismo niamero.
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Recuerda

N 10 mas importante

Los numeros racionales

Un numero racional es una fraccion y todas sus
equivalentes.

Todo n© racional se puede expresar como un decimal
periédico y viceversa.

Los numeros racionales estan ordenados y se pueden
representar en una recta. Los numeros enteros
también son numeros racionales.

Operaciones con fracciones

Para sumar y restar se reducen a denominador
comun, se deja ese denominador y se suman o restan
los numeradores.

Para multiplicar y dividir:
a c [

a.
b d bd

c-'|m
Q|n
|

Para elevar a potencias:

(E)=2 (2-5r=(2r (5

Prioridades en las operaciones

e Primero se efectlan las potencias de izquierda a
derecha.

e Después los productos y cocientes, también de
izquierda a derecha.

e Por Ultimo, las sumas y restas de izquierda a derecha.

e Las prioridades se pueden alterar con paréntesis.

Notacion cientifica

Los numeros muy grandes o muy pequefios se
expresan en notacion cientifica x-10"

Para operar con numeros en notacion cientifica
aplicamos las propiedades de las potencias.

22 W MATEMATICAS 3° ESO

Representar himeros racionale

Potencias

1 YeCes
od

5in=0, anz A .

0 n
Siazl a =1y anz—n
=
En particular:

e (33

Medida de errores

El error absoluto es |Ia
diferencia positiva entre el valor
exacto y el valor aproximado.

El error relativo es el cociente
entre el valor aproximado vy el
exacto, suele expresarse en %.

La cota de error de una

aproximacion es el error absoluto
maximo posible.
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Autoevaluacion 24

1. Escribe la fraccion generatriz de 6,292929....

2. Ordena de menor a mayor las siguientes fracciones:

9 4 3 ., 9
4" 11" 5" 7 10

3. Calcula el resultado de las siguientes operaciones:
-9 3 -1

_+_._

4 7 11

4. Calcula el resultado de las siguientes operaciones:
-9 3) -1
4 7)) 11
5. Calcula el resultado de las siguientes operaciones:
-
_4

-

3
=+
7

[ar

1

-2
6. Calcula el resultado de (%)

7. Simplifica la siguiente expresion dejando el resultado
como productos o cocientes de potencias de exponente

positivo:
-9
11721271
1177123
8. Calcula (5,4-10°) - (7,2-107)
9. Redondea a las diezmilésimas 35407,03048664.

10. Un obrero tarda 4 dias en levantar una valla. Otro
tardaria 7 dias. éCudnto tardarian trabajando juntos?
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10.

11.

Soluciones de los ejercicios para practicar

30 Ha.

443,12 €

350,00 €

206 litros de vino.

a) La primera llena 1/4 del depdsito en una hora y la segunda 4/13.

b) Las dos juntas llenan 29/52 en una hora.

c) Tardan 52/29 horas en llenarlo (1 h 47 min aprox.)

5,60 €/kg.

42 DVD's, 276 CD’s, 137.509 discos de 1,4 MB, 547590 discos de 360 KB.
1,53-10%° Km3. 1,24 g/cm?.

4.65-10%% g

a) Con la cuerda la cota de error es 1 m, con el teodolito 1 cm.

b) El precio varia en 1.091.264 € con la cuerda y en 10.912,83 € con el teodolito.

Tiene razoén la cadena DCBA, porque el peor resultado posible del PBP (partido
ganador a priori) es 39,80% de los votos, peor que el mejor resultado posible del
PTC 42,46%.

Y O NO U A WNKH

[
=

Soluciones )
AUTOEVALUACION

623/99

-9/4 < -1 <-9/10 < -1/11 < 3/5
-705/308 No olvides enviar las actividades al tutor »
51/308
-693/104
144/121
1118.123¢
3,888-1071°
35407,0305

2 dias y 13 horas
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2 Polinomios

Objetivos
Antes de empezar

En esta quincena aprenderas a: ) ) )
1.Monomios y Polinomios ..................... pag. 28

o Manejar las expresiones Expresiones algebraicas

algebraicas y calcular su valor Expresion en coeficientes _
numérico. Valor numeérico de un polinomio

e Reconocer los polinomios y su

grado. 2.0peraciones con polinomios .......... pag. 30
Suma vy diferencia
e Sumar, restar y multiplicar Producto
polinomios. Factor comun
e Sacar factor comun. 3.Identidades notables ....................... pag. 32
Suma al cuadrado
e Conocer y utilizar las Diferencia al cuadrado
identidades notables. Suma por diferencia

Ejercicios para practicar
Para saber mas
Resumen
Autoevaluacion

Actividades para enviar al tutor
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Antes de empezar

12 falanges que se cuentan con el
pulgar, dan lugar al sistema de
base 12.

B-h.2 17m. 16s.
(8:60 +17-60+16)s.

Expresiones polindmicas y valor numeérico

Si el nimero 235 estad dado en base 10 su expresién polindmica es
2:10%+ 3-10 + 5, valor numérico en 10 de la expresidon 2-x* + 3-x + 5.
Para medir angulos o el tiempo se usa la base sexagesimal, asi 2 horas 3
minutos 5 segundos es igual a
2:60°% + 3-60 + 5 segundos, valor numérico en 60 de 2:x*+ 3:x + 5.
Para expresar la cantidad de color se utiliza el sistema de base 16 o
hexadecimal, asi 48 en este sistema es igual a
4-16 + 8 en base 10, valor numérico en 16 de la expresion 4-x+8.
El lenguaje de los ordenadores esta basado en el sistema binario o de base
2, con solo dos cifras el 0 y el 1; el valor decimal de la expresidn binaria 11001
es
2+23+1, valor numérico en 2 de la expresidon x*+x3+1.
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1. Monomios y polinomios

Expresiones algebraicas

Son muchas las situaciones en las que se utilizan
expresiones algebraicas (sumas, diferencias,
productos cocientes y potencias de numeros vy letras),
en la derecha se presentan algunas.

Cuando la expresion algebraica es de estos tipos:
3xy?; 2x°; 3/4-x%.y°

solo con productos de nUmeros y potencias de
variables de exponente natural, se denomina
monomio. La suma de varios monomios es un
polinomio.

Observa como se determinan el
coeficientes de los ejemplos:

3xy? es un momomio de dos variables con
coeficiente 3 de grado 5, uno por la x y cuatro por
lay.

El coeficiente de 3/4 x%y® es 3/4 y su grado 7.

El polinomio 3x°+4x*-2 es de grado 5, el mayor
grado de sus monomios, sus coeficientes son:

3 degrado 5, 0de4,0de 3, 4de2,0dely-2de
0.

Expresion en coeficientes

Un polinomio se puede definir mediante la expresién
en coeficientes que consiste en dar todos sus
coeficientes ordenados, empezando por el de grado
mayor y terminando por el de grado cero asi x*+2x
se expresa por1 2 O.

Mas ejemplos

grado vy los

Polinomio Coeficientes
J2 %7 J2 000
23:(3—i 200 —j

5 5

x> +4x?+3x-2/1 4 3 -2
Es claro que dos polinomios son iguales si y solo si
coinciden sus expresiones en coeficientes.

Valor numérico de un polinomio

La notacién numérica que utilizamos tiene mucho que
ver con los polinomios. Si en el polinomio de
coeficientes 5 2 3,
5x*+ 2x + 3
sustituimos la x por 10, resulta
5-10%+ 2-10 + 3 = 523,
hemos vuelto a la expresion en coeficientes del
polinomio, igual ocurre en el sistema sexagesimal con
el que contamos las horas, minutos y segundos, si en
el polinomio anterior sustituimos la x por 60
5-60°+ 2:60 + 3

obtenemos los 18123 segundos que hay en

5 horas 2 minutos y 3 segundos.
523 es el valor numérico del polinomio en 10 y 18123
es el valor numérico de ese mismo polinomio en 60.

28 B MATEMATICAS 3° ESO

a) Halla la expresion algebraica que da el
numero de cuadraditos del rectangulo.

A

b) ¢Qué monomio nos da los km
recorridos a una velocidad de x km/h
durante t horas?

-

Soluciones: a) x*+4x b) x-t

Falinomio

¢+ 05+ 13+ (-5)}{1 + 35"

Manera usual de escribir el palinomio
4 2
JX '+ X°-5x +3

PO) =x" +2x* -2x’ -ax’

Qi) =x" +ax' -2x° - 4x
Si P(x)=Q(x), a=2

PR = x2S

Valor de X — &-1

5 5 3

PEDT R e C D I Mal
[ : 13
Valor del polinomio en -1 — =

Puedes utilizar la
calculadora para
hallar el valor
numérico de un
polinomio. Recuerda
que para realizar la
potencia 2* se utiliza
la tecla | XY,
2/ x¥| 4= >16

) P
M =
[ (9 4
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EJERCICIOS resueltos

1. Halla las expresiones algebraicas asociadas a cada imagen

Longitud del segmento
x| Area del marrén Qué polinomio expresa
rectangulo o la me,dia aritmética de
y y dos numeros x, y

Yy
Volumen, arista=x

La suma de los

El triple de un niumero cuadrados de dos

menos cinco

numeros
La diagonal de un
La diagonal de un rectangulo de base x y
cuadrado de lado x altura y
Soluciones
Xy 3 X-2y 0,5x+0,5y
Polinomio de grado 2 y i0d do 3 Polinomio de gradol Polinomio de grado1l
dos variables Monomio de gra Dos variables Dos variables
3x-5
Polinomio de grado 1 x2+y? J2 - x x? +y?

Una variable

X -4 ElgradodeP(x)es7

-5 -2 El coeficiente de mayor grado es -2
+5 X El coeficiente de grado 3 es -5

X% X El coeficiente de grado 2 es -3

x® -3  El coeficiente de grado 1 es 5

Los demas coeficientes son cero

Solucion | P(x)=-2x"-4x°%-5x3-3x%+5x

3. Halla la expresidn en coeficientes de los polinomios P(x)=3x?-2x+1;
Q(x)=x>-4; R(x)=0,5x* +3x
Las respectivas expresiones en coeficientes son:
PxX)>3 -2 1; Qx)»1 0 0 -4, Rx)>05 30

4. Escribe las expresiones polindmicas de los polinomios cuya expresidon en coeficientes
es:

Px)>1 0 3 -1; Q(x)»3 2 0 0; R(x)» 3/2 -3 05
P(x)=x>+3x-1; Q(x)=3x3+2x%;, R(x)=3/2 x>-3x?+5

5. Halla el valor numérico en 1, 0 y -2 de los siguientes polinomios:
[

‘ POLINOMIO Valoren1 Valoren0 Valoren -2
‘ x°-2x3 -x? -2 0 -20
x5l -5/5 1 -1/5

‘ - 2x3+7 x? =241 0 16+4 1

| xP+1,2x-1/5 0 -1/5 63/5

‘ -2 x*+1 -2 +1 1 -442 +1

cidecd MATEMATICAS 3°ESO W 29



2. Operaciones

Sumay diferencia
Para sumar o restar polinomios se juntan los
monomios de igual grado y se suman o restan
P(x)=5x>+2x>+3x+4
Q(x)=6x>+7x*+5x+1
P(X)+Q(X)=5x>+2x>+3x+4 + 6x>+7x*+5x+1=
=5x3+6X7+2x?+7x*+3x+5x+4+1=
=11x3+9x*+8x+5
Andlogamente
P(x)-Q(x)=-x3-5x7-2x+3
Para operar con polinomios puede resultar comodo
pasar a su expresion en coeficientes.

Suma P(x)=8x*+x?-5x-4
Q(x)=3x>+x?-3x-2

Se suman los coeficientes de igual grado:
P(x)> 8 0 1 -5 -4
Q(x)> 3 1 -3 -2
P(X)+Q(x)» 8 3 2 -8 -6

P(x)+Q(x)=8x*+3x3+2x>-8x-6

Producto
Los polinomios se multiplican monomio a monomio,

aplicando la propiedad distributiva del producto,
asi si P(x)=2x3+3x+4 y Q(x)=x*+5x
P(x) - Q(x)=(2x3+3x+4) - (x*+5x)=
=253%2+3xx%+4x>+2x35x+3x5x+4+5x =
=2x°+3x>+4x%+10x*+15x%+20x
Y ordenamos los monomios seguln su grado,
2x° + 10x* + 3x® + 4x® + 15 x? +20x=
=2x> + 10x* + 3x> + 19x% +20x
P(x)=3x>+5x-4
Q(X)=x-x+2
Se multiplican coeficiente a coeficiente:

P(x)> 3 0 5 -4
Q(x)> 1 -1 2
6 0 10 -8
30 -5 4
3 05 -4

P(x):Q(x)>3 -3 11 -9 14 -8
P(x)-Q(x)=3x°-3x*+11x3-9x>+14x-8

Factor x"
Dos monomios pueden tener como factor comdn una
potencia de x y un factor de sus coeficientes. Los
monomios del siguiente polinomio
6x°+15x>
tienen en comun la potencia x* pues x°=x>-x>
6x3x%+15x2=(6x>+15)x?
y sus coeficientes, 6 y 15 tienen como factor comun el
numero 3 pues 6=2-3y 15 =5-3,
(6x3+15)x°=(2-3-x>+5-3)x>=(2x>+5)3x?

30 = MATEMATICAS 3° ESO

Diferencia P(x)=3x>+x*+5x+4
Q(x)=3x+3x+2

Se restan los coeficientes de
igual grado:

P(x)~> B 1 5 4
Q(x)> 3 0 3 2
P(x)-Q(x)~> i 2 2
P(x)-Q(X)=x>+2x+2

"x"'

Observa el grado del resultado:
gr(P £Q) =max(gr(P), gr(Q))

Para multiplicar el paréntesis por 4 hay
que multiplicar los dos monomios.

(x? +3x ).4
(x2.4+3x.4)
\ gr(P-Q)=gr(P)+gr(Q)

x* esta en todos
los sumandos.

2% 4+-3x*=
= x*(2x5+x2-3)

Se ha sacado factor comun

una potencia de x.

Px) = 18x"+27x"

= o= |
Factor comin — ig X

E

P =(2x?+3 )9x*
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6. Halla P(x)+Q(x) y 3-P(x)-Q(x)
P(x)=x*+2x3+3x

P(x)> 1 2 0 3 0
Q(x)~> 2 1-3 5
PX)+Q(x)> 1 4 1 0 5

P(X)+Q(X)=x"+4x3+x*+5

EJERCICIOS resueltos

Q(x)=2x3+x%-3x+5

3-P(x)> 3 6 0 9 0
Q(x)~> 2 1 -3 5
3-P(x)-Q(x)> 3 4 -1 12 -5

3-P(X)-Q(x)=3x*+4x3-x*+12x-5

7. Multiplica P(x)=x3+6x?+4x-6 por Q(x)= x3+3x*+5x-2

P(x) -
Q)

1 6 4 -6
1 3 5 -2

2 30 20 -30

-2 12 -8 12

18 12 -18
1 4 -G
P(x)-Q(x) — 1 27 34 10 38 12

8. Suma P(x) y Q(x)

- 3 3.2 4
P(O)= 5x toxT - X

Q=X —5x

PR-QM= 4 +3x  +lx

9. Saca factor comun

P(X) - (Q(X)=x°+9x°+27x*+34x3-10x>-38x+12

Multiplica P(x) y Q(x)
P)= - 5x'9- 4 2%

Qo= - 5% +x°

Peo-Qe)= 25x' - 5x'® - 10x'7 + 2x'°

P(xX)= 4x*® — 4x** - 6x° — 3x*

P(x)= x* (4x° - 4x” - 6x - 3)

P(x)= -8x*° + 6x° — 2x3 — 4x2

P(x)= -2x*: (4x® - 3x” + x + 2)

P(X)= 6x° + x* — 4x

P(x)= x- (6x* + x - 4)

cidecd
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3. Identidades notables

Suma al cuadrado Diferencia al cuadrado

(a+b)?=a’+2-a-b+b? |(a-b)’=a’-2-a-b+b?

Demostracion Demostracion
a b a -b
X _a b X a -b
ab b? -ab b?

a’ ab a’ -ab
a’+2ab+ b? a’-2ab+ b?

La suma al cuadrado es|La diferencia al cuadrado

igual a es igual a

cuadrado del 12 cuadrado del 1°
+doble del 1% por el 2° | +doble del 12 por el 2°
+cuadrado del 2° +cuadrado del 2°

Suma por diferencia

(a+b)- (a-b)= a’- b?> |Demostracion
a b
La suma por diferencia X a -b
es igual a la diferencia -ab -b?
de cuadrados. a’ ab
a? -b?

Fi 3

Debes aprender estas igualdades en los dos sentidos,
es decir, si nos dan la expresion
x?-6x + 9
la debemos identificar con
(x + 3)?
y si nos dan la expresion
(2x - 5)?
la expresaremos como
4x? - 20x + 25
Andlogamente, debemos reconocer la diferencia de
cuadrados como suma por diferencia:
247 - 23°=24 + 23
Y sabremos ver la suma por diferencia como
diferencia de cuadrados:
x+3)(x—3)=x*-9

—_—ttd

3+4
(3 +4) |

El cuadrado de a+b es igual a a®+2ab+b?

R S ————

(73
73

7-3

Si a a?+b? le quitamos 2ab, resulta (a-b)?

Arriba en azul vemos la diferencia de
cuadrados y a la izquierda la suma por la
diferencia, basta girar un rectangulo y
trasladarlo para ver que las dos figuras
azules coinciden.

1212 -1207°

Si se aplican las identidades
notables basta sumar 121 y
120 para hacer este calculo.
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10. Observa como se aplican las identidades notables
Para desarrollar (x+5)?
Cuadrado del 12>x2. Doble del 12 por el 22>2:x-5=10x. Cuadrado del 2°>52=25
por tanto (x+5)?=x?+10x+25
Para descomponer el polinomio x?-8x+16 se intenta ver uno de los miembros de
una identidad notable, al ser los signos de los coeficientes alternativos, + - +, se

compara con la diferencia al cuadrado.
16=42 y 8x=doble de x por 4> x>-8x+16=(x-4)>

Para descomponer el polinomio 4x? —9 se intenta ver si es una identidad notable, al

ser 0 el coeficiente de grado uno se compara con la diferencia de cuadrados
4x°=(2x)?; 9=3%2 > 4x%-9=(2x+3):(2x-3)

11. Desarrolla las siguientes expresiones

Expresion Solucién Expresion Solucién
(x+1)? X?+2x+1 (x-1)2 x%-2x+1
(2x+1)? 4x°+4x+1 (3-2x)? 4x2-12x+9

(3x/2+5)? 9%?/4+15x+25 (x/3-2)? x%/9-4x/3+4

(V2 x+2)? 2x2+42 x+4 (x-+/3 )2 x2-2/3 x+3

12. Halla la expresion en coeficientes de los siguientes productos

Productos Solucidén Productos Solucidn
(x+2)-(x-2) x*-4;1 0 -4 (x-1/4)-(x+1/4) 1 0 -1/16
(3x+7)- (3x-7) 9 0 -49 (142 X)-(1-+/2 X) -2 0 1

13. Resuelve aplicando las identidades notables la ecuacidén x*+10x+9=0

Se compara la primera parte, x?>+10x, con una identidad notable, con (x+5)?
Pues (x+5)%= x?+10x+25, por tanto, x>+10x=(x+5)?-25
y el primer miembro de la ecuacion es x*+10x+9=(x+5)?-25+9,

(x+5)?-16=0> (x+5)?-42=0> (x+5+4):(x+5-4)=0 > Soluciones x=-9 y x=-1

14. Aplica las identidades notables para descomponer en factores los siguientes

polinomios
Expresion Solucién Expresion Solucién
4x2+12x+9  (2x+3)? 0 9(2x+1)? 49x%-36 (7x+6)- (7x-6)
36x%+36x+9 | (6x+3)% 0 9(2x+1)2 25x%-9/4 (5x+3/4)- (5x-3/4)
6x°-12x*+6x3 6x%(x-1)? 4x%-3 (2x +/3) - (2x - /3)

15. Escribe 7? como la diferencia de los cuadrados de dos nimeros naturales.

49 es la suma de dos nimeros consecutivos, por tanto, 49=25%-242,
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34

. 4-n/3-radio® es

W Para practicar

. Halla la expresion algebraica de un

nimero de cuatro cifras, Xxyzt,
sabiendo que la cifras de las unidades
es tres veces la cifra de las decenas.

.De lunes a jueves camino x Km.

diarios y de viernes a domingo, 6 Km.
cada dia. Halla la expresién algebraica
que da los Km. que camino en z
semanas

. Si practico ciclismo a una velocidad

media de 45 Km./h. Durante t horas
al mes.éCuantos Km. hago al cabo de
un ano?

Mi sueldo mensual es de 1400€. Cada
ano aumenta un x%. Calculara el
sueldo mensual dentro de dos afios.

. 2-M-radio es la expresion que define la

longitud de la circunferencia en
funcion de su radio. ¢éCudl es la
variable? ¢el grado? éel coeficiente?
éla longitud para un radio de 3 cm?

. m-radio® es la expresiéon que define el

area del circulo en funcion de su
radio. ¢{Cudl es la variable? éel grado?
éel coeficiente? éel area para un radio
de 12 cm?

. 4- n -radio® es la expresién que define

el area de la esfera en funcién de su
radio. ¢Cual es la variable? éel grado?
éel coeficiente? éel area para un radio
de 15 cm?

la expresion que
define el volumen de la esfera en
funcion de su radio. ¢éCudl es la
variable? ¢el grado? éel coeficiente?
éel volumen para un radio de 6 cm

. ¢Cudl es el grado del polinomio -4x3-

6x°? ¢Cudl es su coeficiente de grado
dos? ¢y el de grado uno? Calcula su
valor numérico en x=-1

¢Qué fraccién de hora son 51 minutos
y 14 segundos? ¢Sabes expresarla
como el valor numérico de un
polinomio de 2° grado?

MATEMATICAS 3° ESO

11. ¢{Cudntos segundos hay en 5h. 35min.
y 53 seg.? {Sabes expresarlos como
el valor numérico de un polinomio de
20 grado?

12. éCuantas unidades hay en 5 masas, 8
gruesas Yy 6 docenas? ({Sabes
expresarlas como el valor numeérico
de un polinomio de tercer grado?

Una masa=12 gruesas, una gruesa=12
docenas, una docena= 12 unidades.

13. Halla los coeficientes de P(x)-3-Q(x)
P(X)=-7x3+2x%-x-2
Q(x)=6x3-2x>+x-2

14. Halla los coeficientes de P(x)-Q(x)
P(x)=7x*+5x  Q(x)=-4x3+7x>-x-3

15. Saca factor comun en el polinomio
4x12+24x’

16. ¢Cuantas unidades tienes que afiadir
a x’+16x para convertir este binomio
en el cuadrado de otro binomio?

X b x b/2

X2 X2

17. Calcula a) (x+6)> b) (-2x+5)?
€) (2x-3/2)-(2x+3/2)
18. Calcula mentalmente 322-31%y 19-21

19. Halla la expresion algebraica que
define el producto de tres numeros
enteros consecutivos. Toma como x el
numero central.

20. Simplifica las fracciones

X2 +4x +4 4x* -4
a) ———— b) 5———
3x+6 X°—2x+1
2 2 2
) 4x +24x+1 d)X +22xy+2y
8x° -2 2X° -2y
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Para saber mas E}

Investiga en la web las aplicaciones de los polinomios, nosotros hemos encontrado esta
frase "Mediante expansiones polinomiales se puede calcular la poblacion de un
cultivo de bacterias™

¢Qué es una expansion polinomial?. Halla los coeficientes de (1+x)%: 1, de (1+x)%:1 1, de
(1+x)*: 121, (1+x)*: 1331, ...

El primer tridngulo de la figura, tridngulo de Pascal, es la expansion polinomial de (1+x)",
sus filas son los coeficientes de estas potencias de (1+x).

Observa las figuras que se forman al colorear en el tridngulo de Pascal, los multiplos de 2,
de 3 o de 5. Puedes probar td con otros multiplos.

Expansiones polinomiales

N° de filas %@ N° de filas g@

Y un par de Cuadrados de numeros de Productos de numeros
trucos para operar dos cifras acabados en 5 equidistantes
2
Fijate lo rapido que 25 24.26
puedes  calcular el r
cuadrado de numeros 2-uno mas-6 252-1 =624
acabados en 5 vy =
algunos productos sin Yy S€ afiade 25 2327
mas que aplicar las 625 252_22_621

identidades notables.
152=225; 352=1225; 45%=2025;
552=3025; 652=4225; 752=5625. . . .
Se aplica que suma por diferencia

Puedes razonarlo considerando 252 es diferencia de cuadrados
como (5+20)?=25+22-100+2-100
(5+30)2=25+32.100+3-100...
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T_}_f ecuerda

lo mas importante

Expresiones algebraicas

Monomio de grado 2
% % : )

2%’ + 3x cuadraditos

Valor numérico de la expresion [ ] x Gradn
en x=4
5 — -
2:4%° + 3.4 =216 + 3:4= Coeficiente Vvariable
32 +12 =44
en x=-2
2
2:(-2)% + 3:(-2) = 244 + 3:(-2)=
8-6=2
11N -] matematicas  CIRDEED Mateméticas CIDEED watemiticas  CIPEED Matematicas
Operaciones Producto .
con polinomios Diferencia P(x)=23+3x3+x+1 Eactor: Comin
Q(x)=4x2+2
Sy P(x)=5x7+3x+6 s
Q(x)=2x7-3x2+x+2 P(")'_ =3l P(x)=6x%+4xi+10x3
Q(x): 40 2
P(x)=2x7+3x-1
QUX)=x*+3-1 P +x+4 4 6 2.2 2x3 es factor comin a todos
P(x): 5 036 0 000D los monomios de P(x)
Plx): 20 3 -1 Qix): R T O | 812 4 4
QUx): 13 -11 4 53 (qus
: R 5553 8128102 2 P(x)=2x7 (3x7+2x+5)
Px}+Q(x): 1 5 -1 4 3 P(x)-Q(x)=
POOH+QUN) =X +5030+ 45 +3 B0 00 St =85+ 12"+ 8x3+ 10x%+2x+2
CIRERD P.\ulmrniln(un“ (ID‘E@D r.l.;r...mn.m.s LIREEDR matemiticas  CIREED Matematicas
(a+b)?=a?+2ab+b? (a-b)?=a%-2ab+b? (a+b):(a-b)=a%-b? Debes identificar
x2+6x+9 con (x+3)°
x2-10x+25 con (x-5)°
. . X2-49 con (X+7)-(%-T)
x2+5x+25 no es una suma al
cuadrado no puede formar parte
de una identidad notable.
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Autoevaluacion -4
"

1. Halla los coeficientes de P(x)-Q(x)+ P(x)-R(x) siendo
P(x)=6x+1, Q(x)=3x?-2 y R(X)=x’+14x.

2. Calcula el valor numérico de 2x3-5x°+4 en x=2.

3. Halla la expresién algebraica que define el area de 6
cuadrados de lado x+y y 6 rectangulos de base x y altura vy.

4. ¢Es cierta la igualdad 9x?+30x+25=(3x+5)??
5. Halla los coeficientes de (2x+1)? .

6. éQué constante hay que sumar a 25x2-30x para obtener el
cuadrado de un binomio?

7. Calcula el coeficiente de primer grado de (4x-5).

8. Calcula mentalmente en menos de 10 segundos 34%-332,

x> - b?

9. Simplifica la fraccion
X+b

10. Saca factor comln la mayor potencia de x en 5x!°+8x5.
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g & 9D F

Soluciones de los ejercicios para practicar

1000x+100y+13z
4xz+18z

540-t
1400+28x+0,14x>

Variable=radio, coeficiente=2n
Grado=1, Longitud=67 cm
~18,84cm

Variable=radio, coeficiente= 1
Grado=2, Area en cm?=144M ~452,16

. Variable=radio, coeficiente=4m/3

Grado=3, Area en cm2=900M ~2826

Variable=radio, coeficiente=4mn
Grado=2, Vol. en cm®=288 ~2826

. Grado=3, Coeficiente gr 1=0,

Coeficiente gr2=-6, Valor en -1=-2

1537
1800

valor en ide 51x+14x°
60

11.
L2,
1183,
14.
15.
16.
L7/

18.
Le),
20.

20153 valor en 60 de 5x?+35x+53
9864 valor en 12 de 5x°+8x%+6Xx

80 4

-28 29 0 -26 -15 0
4x7(x°+6)

64

a) x’+12x+36 b)4x>-20x+25
C)4x%-9/4

63; 19-21=202-1%>=399

x3-x

a) x?+2 b) 4(Xx_+11)

Q) 2x +1 d) X +Yy

2(2x -1) 2X -2y

Soluciones )
AUTOEVALUACION

1. 24 88 2 -2
2.0

3. 6x°+6y>+18xy
4. Si

5.
6
7
8
9

4 41

.9

. —40
. 67
. X-b
10.

x®(5x!148)

No olvides enviar las actividades al tutor »
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3 Ecuaciones de segundo grado

Objetivos
Antes de empezar.

En esta quincena aprenderas a:

1.Expresiones Algebraicas ................. pag. 42
e Identificar las soluciones de Identl_c,iad LA iRl o
una ecuacion. Solucion de una ecuacion
© Reconocer y obtener 2.Ecuaciones de primer grado............ pag. 44
ecuaciones equivalentes. Definicion
e Resolver ecuaciones de primer Método _de resolucion
grado Resoluciéon de problemas
° i .
Resolver ecuaciones de 3.Ecuaciones de segundo grado ........ pag. 46

segundo grado tanto L .
. Definicion. Tipos
completas como incompletas.

Resolucion de ax2+bx=0

e Utilizar el lenguaje algebraico Resolucion de ax2+c=0
y las ecuaciones para resolver Resolucion de ax2+bx+c=0
problemas. Suma y producto de las raices

Discriminante de una ecuacion
Ecuacion (x-a)-(x-b)=0
Resolucién de problemas

Ejercicios para practicar

Para saber mas

Resumen

Autoevaluacion

Actividades para enviar al tutor
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Antes de empezar

¢Cuanto te costo esa radio?
Un cuarto, mas un quinto,
mas un sexto, menos 21
euros fue la mitad de todo.

Llamamos x a la cantidad buscada:

54_5_’_5_21:5
4 5 6 2

15x +12x +10x 1260 _ 30x

60 60 60 60 60
7x =1260 > x =180
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1. Expresiones algebraicas

Identidad y Ecuacion.

Una igualdad algebraica esta formada por dos
expresiones algebraicas separadas por el signo igual

e Cuando la igualdad es cierta para algun valor
de las letras se llama ecuacion.

e Si la igualdad es cierta para cualquier valor de
las letras se llama identidad.

Solucién de una ecuacion

El valor de la letra que hace que la igualdad se
verifique se llama solucién de la ecuacion.

Resolver una ecuacién es encontrar la solucion 6
soluciones.

Una ecuacion se llama compatible si tiene solucién.
Si no tiene solucién se llama incompatible.

Dos 0o mas ecuaciones que tienen las mismas
soluciones se llaman equivalentes.

Para obtener una ecuacién equivalente a
una dada se utilizan las siguientes reglas.

e Si sumamos o restamos a los dos
miembros de una ecuaciéon la misma
expresion algebraica, se obtiene una
ecuacioén equivalente a la dada.

e Si multiplicamos o dividimos los
dos miembros de una ecuacion la
misma expresion algebraica, se
obtiene una ecuaciéon equivalente a la
dada.

42 m MATEMATICAS 3° ESO

Identidad: 2(x +1) =2x + 2

Observa que se verifica para cualquier

valor de x:

Xx=0;20+1)=2=20)+2
Xx=1;20+1)=4=2(1)+2
X=2;22+1)=6=22)+2

Ecuaciéon: x+1=2
Observa que se verifica sélo para x=1
Xx=1;1+1=2

X=2;2+1=3#2
X=3;3+1=4#2

X+5=8 es una ecuacion

compatible tiene por Unica
solucion x=3

X+1=4 es una ecuacion
compatible tiene por Unica
soluciéon x=3
Las dos ecuaciones son
equivalentes

x> =-1 es una ecuacién
incompatible, no tiene solucion,
ningn ndmero elevado al
cuadrado puede ser negativo

Ecuaciones equivalentes a
X+5=8

X +7 =10 se obtiene sumando 2
X+5+2=8+2—>x+7=10

2Xx +10 = 16 se obtiene
multiplicando por 2
2(x+5)=28—-52x+10=16
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EJERCICIOS resueltos

Clasifica la siguiente expresion algebraica: 6(7x —1) + 3x = 4x + 76 ,en identidad o
ecuacion.

Sol: Es una ecuacion, 6(7x —1) + 3x = 42x — 6 + 3x = 45x - 6#4x + 76

Clasifica la siguiente expresion alegraica: 7(5x —1) + 5x = 40x — 7 ,en identidad o
ecuacion.

Sol: Es una identidad, 7(5x —1) +5x =35x -7 +5x = 40x - 7

Escribe una ecuacion de la forma ax+b=c cuya solucién sea x=4

Sol:3x-5=7

Escribe una ecuacion de la forma ax =b que sea equivalente a 5x + 4 = -16

Sol: Restando 4 a los dos miembros de la ecuacién se obtiene 5x = —20

Escribe una ecuacion de la forma x +b=c que sea equivalente a 5x + 20 =15

Sol: Dividiendo por 5 a los dos miembros de la ecuacién se obtiene 5x +4 =3

Razona si x=2 es solucién de la ecuacién: 5x + 3(x —-1) =13

Sol: Si es soluciéon 5(2)+3(2-1)=10+31=10+3=13

Razona si x=3 es solucién de la ecuacion: 7x +3(x —2) =16

Sol: No es solucion 7(3) +3(3-2) =21+ 31 = 24#16

Comprueba que x=-1, es solucién de la ecuaciéon 5x + x? = -4

Sol: Si es solucion 5(-1) + (-1)° = -5+1=-4

Escribe una ecuacién que sea incompatible

Sol: (x —1)* = -4, ningtn nimero elevado al cuadrado es negativo
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2. Ecuaciones de primer grado

Definicién
Una ecuacion de primer grado con una incognita

es una igualdad algebraica que se puede expresar en
la forma: ax=b, siendo a y b nimeros reales y a#0.

El mayor exponente de las x debe ser 1.

Si a#0 siempre tiene solucién y ademas es Unica, la
solucion es: x=-b/a

Método de resolucion

Para resolver una ecuacion de primer grado se siguen
estos pasos.

e Se eliminan los denominadores. Para ello se
calcula el mecm de los denominadores y se
multiplican los dos miembros de la ecuacion
por él.

e Se quitan los paréntesis.

e Agrupar los términos en x a la izquierda del
igual y los numeros a la derecha.

¢ Reducir términos semejantes.

Resolucion de problemas

Para resolver un problema mediante una ecuacion,
hay que traducir al lenguaje algebraico Ilas
condiciones del enunciado y después resolver la
ecuacion planteada.

Comienza por leer detenidamente el enunciado
hasta asegurarte de que comprendes bien lo que se
ha de calcular y los datos que te dan.

Una vez resuelta la ecuaciéon da la solucién al
problema.

EJEMPLO 1) La edad de un padre es triple de la de su
hijo, si entre los dos suman 72 afios, ¢qué edad tiene cada
uno?

v Edad del hijo: x afios Edad del padre: 3x afos
Entre los dos 72 afios —» 3x+x=72

EJEMPLO 2) ¢Cuantos litros de vino de 4€ litro tenemos
que mezclar con vino de 2 € litro, para obtener 40 litros de
vino cuyo precio sea 3 € el litro.

V" Vino de 4€/1: x litros Precio: 4x
Vino de 2€/1: 40-x litros  Precio: 2(40-x)
Precio de la mezcla 40-3 — 4x+2(40-x)=3-40
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2X +9 =15 Ecuacién de grado 1,
se puede escribir como 2x = 6

-, 6
La solucién es: X = E =3

3?X+2(x—1)=5

Quitar denominadores:

2[3?)( +2(x —1)) =25

3x+4(x-1)=10
Quitar paréntesis:
3X+4x-4=10
Agrupar: 3Xx+4x =10+ 4
Reducir: 7x =14

. 14
Despejar: X = = =2

Ecuacién : 3x+x=72

Se resuelve: 4x=72 x=72/4=18
El hijo tiene 18 y el padre 54 afios

Ecuacion : 4x+2(40-x)=3-40

4x+80-2x=120
2x=40 x=40/2=20
Hay mezclar 20 litros de vino de
cada precio.

Se resuelve:
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EJERCICIOS resueltos

10. Resuelve las siguientes ecuaciones:

—7X +5 X -7
6

T 56 +5 = 56.(-1) - 8(-7x +5) + 7(9x — 7) = -56
a) + =-1 Sol: 7
7 8 47
—-56x + 40 + 63x — 49 = 56 > 7X = 47 > X = —
7
1p X7t X2 3(x - 1) = 2(5% + 2)
2Xx—-(x+1) b5x+2 - 7 X = b)) = sox
b) x+1) _ Sol: 4
4 6 o . 7
X-3=10x+4 > -7x =7 > x=—=-1
-7
gD 2oL o La 7(x + 1) = 22x - 1) - 12
3x-7(x+1) 2x-1 = TOe o X = A D) = Alex = 4 -
c) ( ): -2 Sol: 6 3
6 3 ; i i 7
X -7X -7 =4x-2-12 > -8Xx = -7 > X =
8
2x - 5 -2X + 8
d) 2X_5__2X+8:X Sol: 21 217 o1k L 7(2x - B) - 3(-2x + 8) = 21x
: 3 7
3 7 14x — 35 + 6Xx — 24 = 21X > —-Xx = 59 —» x = -59
6Xx - (x -8 -2x - 17
e) 6X—(X—8):—2X—17+X Sol: 6 ek + 6X — BX — (X - 8) = 2(-2X — 17) + 6X

6 3 6 3
5X + 8 = 4xXx -34 + 6Xx > 3Xx = 42 > x = -14

11. La edad de un padre es el triple que la de su hijo, si entre los dos suman 56 afos
¢Cual es la edad de cada uno?

Edad del hijo:x X+3X =56 - 4X = 56 — x = 22 14
Sol: Edad del padre:3x 4

La edad del hijo es 14 afnos y la del padre es 42 afos

12. ¢Cuantos litros de vino de 5€ el litro deben mezclarse con vino de 3€ el litro para
obtener 50 litros de vino cuyo precio sea de 4€ el litro?

Sol:

Litros de vino de 5€ :x
litros precio

vino de 3€ el litro x 5x
vino de 4 € el litro 50-x 3(50 - x)
vino de 6 € el litro 50 200

5x +3(B0 -x) =200 » 2x =50 »> x =25

Hay que mezclar 25 litros de 5€ con vino de 3€
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3. Ecuaciones de segundo grado

Definicién. Tipos

Una ecuacion de segundo grado con una
incognita es una igualdad algebraica que se puede
expresar en la forma: ax? + bx + ¢ = 0, siendo a, b
Yy ¢ numeros reales y az0.

e Los coeficientes de la ecuacién son a y b. El
término independiente es c.

e Si b#0 y c#0, se dice que la ecuacidon es
completa.

e Sib=0 6 c=0 la ecuacién es incompleta.

Resolucion de ax?+bx=0

La ecuacion de segundo grado incompleta del tipo
ax®+bx=0 tiene dos soluciones: x;=0 y x,=-b/a

Se resuelve sacando factor comidn a la x e igualando
los dos factores a cero.

Resolucion de ax?+c=0

La ecuacion de segundo grado incompleta del tipo
ax?+c=0, puede no tener soluciébn 6 tener dos

. L. /—c
soluciones distintas de la forma x = +,|—
a

Resolucion de ax?+bx+c=0

La ecuacion de segundo grado completa es una
igualdad algebraica que se puede expresar de la
forma ax?+bx+c=0, siendo a, b y ¢ nUmeros reales
yaz0

Para obtener las soluciones utilizamos la férmula

b ++b® -4ac

X =
2a

Sumay Producto de las raices

Si X; Yy X» son las raices de una ecuacion de segundo
grado ax®+bx+c=0, estas cumplen las siguientes
propiedades :

Ecuacion de segundo grado
completa: 3x* +4x+2 =0

a=3 ; b=4 ; c=2

Ecuacion de segundo grado
incompleta: 3x* +2 =0

a=3 ; b=0; c=2

3x2+9x =0

X =0

XBx+9)=0—>
3X+9=0->x=3

3x*-9=0

x2-5x+6=0

9 ENED)’ -a16

N o
Il
w

N [
Il
N

x> —-5x+6 =0
Las raices son x=3 y x=2

=5

xl+x2=2+3=5=_1

X;X, =23=6 =%
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2x% +5x -3=0

A =b? - 4ac = /5% — 42.(-3) = /4¢
Tiene dos raices reales distintas

3x2 +5x+6=0

A =+b? —4ac =52 — 436 = /37 -
No tiene raices reales

X2 +6x+9=0

A =+b? —4ac =/6% - 419 =0 = 0
Tiene dos raices reales iguales

X+7)-(x-9)=0

Para que un producto sea igual a
cero basta con que uno de los
factores sea cero.

-7
9

X+7=0—>X
X-9=0->X

Recuerda los pasos:

® Comprender el enunciado

® Identificar la incognita

® Traducir a lenguaje algebraico
® Plantear la ecuacion

® Resolver

® Comprobar las soluciones

Discriminante

Se llama discriminante de una ecuacién de segundo
grado ax?+bx+c=0, a la expresion:

UA=b?-4ac
. Si A>0 hay dos raices reales distintas
. Si A=0 hay dos raices reales iguales
. Si A<O no hay raices reales

Ecuacion (x-a)-(x-b)=0

Para que un producto de varios factores sea cero, al
menos uno de los factores ha de ser cero.

Para resolver las ecuaciones en las que un producto
sea igual a cero, (x-a)(x-b)=0, se igualan a cero
cada uno de los factores y se resuelven las ecuaciones
resultantes.
x-a=0 ; x=
X-b=0 ; x=

Resolucion de Problemas

Las ecuaciones de primer y segundo grado aparecen
en multitud de ocasiones en la resolucion de distintos
problemas de la vida real

La suma de los cuadrados de dos numeros
naturales es 313. ¢Cudles son los nUmeros?

Llamamos x al menor de los nimeros.
Llamamos x+1 al consecutivo
., 2

La ecuacion es: x* +(x +1)” =313
Resolvemos:
x? +x% +2x+1 =313
2x% +2x +1 =313
2x% +2x-312=0

—2++/4+2496 -2++/2500 -2+50 <12
X = =} = =

2.2 4 4 -13

La solucién es el nimero 12, (-13 no vale por no ser
natural).

cidecd
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EJERCICIOS resueltos
13. Resuelve las siguientes ecuaciones de segundo grado incompletas:
x=0
a) x> -6x=0 Sol: x(x-6)=0—
X-6=0->Xx=6
x=0
b) x> +27x =0 Sol: x(x+27)=0 >
X+27=0—>x=27
Xx=0
c) 3x* +5x =0 Sol: x(3x+5)=0— 5
3X+5=0>X=——
3
14. Resuelve las siguientes ecuaciones de segundo grado incompletas:
X=6
a) x> -36=0 Sol: x* =36 - X =+/36 >
X =-6
3
9 s |72
b) 4x* -9=0 Sol: x* :——>x:i\/:—>
4 4 3
X=—-—=
2
c) x> +9=0 Sol: x* =-9 »No hay solucion
15. Resuelve las siguientes ecuaciones de segundo grado completas:
+.49 - + + S
a) x> -7x+10=0 Sol: x = LEV49 40:7_@=7_3:
2 2 2 2
-5
17 ++/ = 17 ++ 17 + =3
b) 3x2 +17x+20 =0 Sol: x = —L/£V289-240 -174v49 -17+7 /73
6 6 6 4
_5++25_ -5+ /-
c) 3x* +5x+4=0 Sol: x = =% 25 48 _ 5_6 23 _No hay solucion
16. Escribe una ecuacién de segundo grado cuyas raices sean x=-1, x=4:
S=-1+4=3
Sol: —->x*-3x-4=0
P=-14=-4
17. Resuelve las siguientes ecuaciones:
a) X-2)(x+3)=0 Sol: x-2=0->x=2 ; Xx+3=0->x=3
b) Bx-1)(x-5)=0 Sol: 3x—1=0—>x=% ; X-5=0->x=5
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Para
4 practicar

1. Determina si las siguientes igualdades

algebraicas son identidades o son

ecuaciones:

a) 6(x-1)-3x=4x+6
b) 3(x-1)-5=3x-8
C) (x+1)* =x*+2x+1
d) x-(2x-5)=3x-8

. Indica el
ecuaciones:

grado de las siguientes

a) ) -1=x+2
b) x> —1=x%+x+2
c) X -1=x3+x*+2

d) x-1=3x+2

. Indica si x=4 es solucion de las
siguientes ecuaciones:

a) 3(x-1)-5=3x-8
b) (x-1*-5=x
C) 2(x+3)-5x=x+2

d) x*-60=x

. Escribe una ecuacion de primer grado
cuya solucién sea:

a) x=2
b) x=3
c) x=1

. Resuelve las siguientes ecuaciones de
primer grado:

a) 10-x=3
b) 2x -5=15
C) 9+4x =X

d) 3x-10=50+Xx

cidecd

6.

10.

11.

12.

Calcula el valor de x:

a) 3Xx-D+2x=x+1

b) 2-2(x-3)=3(x-3)-8
) 2(x+3)+3(x+1) =24

d) 3?X+2(x—1):12

. Obtén la soluciébn de las siguientes

ecuaciones:
a) x—l_x+3:1
2 3
b) 223 _3(x +2) = —20
0) 2—2(x—3)_x+4:3

2 4

4(x+1)+x_x+

d) = 33=5+3(x—2)

. Encuentra dos numeros consecutivos

que sumen 71

. Encuentra un ndmero tal que sumado

con su triple sea igual a 100

¢Qué edad tengo ahora si dentro de 12
afios tendré el triple de la edad que
tenia hace 8 afios?

Juan tiene 12 afios menos que Maria,
dentro de 4 afios Maria tendra el triple
de la edad de Juan ¢cuantos afos
tienen ahora?

A una fiesta asisten 43 personas. Si se
marchasen 3 chicos, habria el triple de
chicas que de chicos.;Cuantos chicos y
chicas hay?
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

50

Resuelve

a) x> -5x=0
b) x* +3x =0
c) xX*-9=0

d) x> +5=0

Resuelve

a) x> -5x+6=0
b) x> -3x-4=0
c) x> +3x-10=0

d) x> -6x+9=0

Resuelve

a) X+2)(x-3)=0
b) Bx+1)(x+5)=0
c) Xx(x+9)=0

d) 2x+8)(Bx-9)=0

Escribe una ecuacion
grado cuyas raices sean:

de segundo

a) x=3y x=-5

b) x=2y x=4
c) x=-1y x=-9
d) x=0y x=-5
Resuelve

a) xX+2)(x-3)=6
b) x+1(x-5)=16
Calcula el valor de m sabiendo que

Xx=3 es solucién de la ecuacién de
segundo grado x* - mx+27=0

La suma de un numero natural y su
cuadrado es 42. ;De qué numero se
trata?
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

La diagonal de un rectangulo mide 10
cm. Halla sus dimensiones si un lado
mide 2 cm menos que el otro.

Encuentra dos numeros positivos que
se diferencien en 7 unidades sabiendo
que su producto es 44.

Encuentra dos nimeros cuya suma sea
10 y su producto 24

Un campo de fatbol mide 30 m mas de
largo que de ancho y su area es de
7000 m? , halla sus dimensiones.

Tenemos un alambre de 17 cm. {Cémo
hemos de doblarlo para que forme un
angulo recto de modo que sus
extremos queden a 13 cm?.

Halla el valor de los coeficientes a,b y
c en la ecuacion de segundo grado
7x* +bx+c=0 para  qué  sus
soluciones sean 3y -2

La diagonal de un rectangulo tiene 10
cm. Calcula sus dimensiones si el lado
pequefio mide ¥4 del lado grande.

Reparte el nimero 20 en dos partes de
forma que la suma de sus cuadrados
sea 202.

Encuentra dos numeros positivos
sabiendo que se diferencian en 7
unidades y su producto es 60.

Un triangulo rectangulo tiene de
perimetro 24 metros, y la longitud de
un cateto es igual a % del otro. Halla
sus lados.

Encuentra dos numeros sabiendo que
suma 18 unidades y su producto es
77.
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Para saber mas |wim,

Congruencias lineales

Se dice que a es congruente con b mdédulo 17 =12 mod 5
m si ay b dan el mismo resto al dividir

por m. Observa que al dividir 17

Se escribe: a=b mod m entre 5 da resto 2 y al dividir
’ 12 entre 5 da resto 2.

17 =11 mod 2

17512mod5 12=6mod 3

Una ecuacion lineal de congruencias es una

ecuacion de la forma: Resolver: 2x-4 =0 mod 3
ax+b =0 mod m mcd(2,3)=1 hay una
solucion que es x=2, también
lo son 2+3k

Si p es una soluciéon de la ecuacién también
lo son p+m, p+2m,p+3m,....

Resolver: 2x-12 =0 mod 4

v" Si M=m.c.d.(a,m)=1 hay una solucién

V" Si M=m.c.d.(a,m)#1 y M es divisor de b mcd(2,4)=2y 2 divisor de 4
hay M soluciones hay dos soluciones que son

v Si M=m.c.d.(a,m)#1y M no es divisor x=0, también lo son 0+4k
de b no hay solucion x=2, también lo son 2+4k

Resolver: 2x-1 =0 mod 4

mcd(2,4)=2y 2 no es divisor
de 4 no hay solucién.

Observa que 2x-1 es impar, y
ningdn impar es multiplo de 4
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 Recuerda

[iv

lo mas importante

Identidad

Igualdad entre dos  expresiones
algebraicas que se \verifica para
cualquier valor de las letras

Ecuacion

Igualdad entre dos expresiones
algebraicas que se verifica para algun
valor de las letras

Ecuaciéon de primer grado

Son ecuaciones que se pueden
expresar en la forma ax=b con a#0.
Tienen una sola solucién que es x=a/b

Solucién de una ecuacién
Es el valor de la incognita que hace
cierta la igualdad.

Ecuacion Incompatible
Es la ecuaciéon que no tiene solucion.

Ecuacion Compatible
Es la ecuacion que tiene solucion.

Ecuaciones equivalentes
Dos ecuaciones son equivalentes si
tienen las mismas soluciones.

Ecuaciéon de segundo grado

Completas: ax?*+bx+c=0
. . =B +fb® - dac
28

- Si b?-4ac>0 tiene 2 soluciones
« Si b?-4ac=0 tiene 1 solucién doble
- Si b?-4ac<0 no tiene solucién

Incompletas: Si b=0 6 c=0

e ax?+c=0 - x = |-%
a
e -c/a>0, dos soluciones
e -c/a<0, no hay solucion
e ¢=0, una solucién doble, x=0

e ax?+bx=0
Soluciones: x=0, x=-b/a

Propiedades de las raices de la
ecuacion de segundo grado

La suma de las soluciones de la
ecuacion de segundo grado es

X, +X, = —
1 2 a

El producto de las soluciones de la
ecuacion de segundo grado es

X, X, = —
172 a

Ecuacion Candnica.

Si S es la suma de las raices y P el
producto la ecuaciébn des segundo
grado se puede escribir en la forma:

x2-Sx+P=0
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10.

L, X
. Resuelve la ecuaciéon: x —

ks

Autoevaluacion

Escribe una ecuacion de la forma ax+b=c cuya solucion sea
X=8

-16

=2(x +6)

Encuentra un nimero sabiendo que si ha dicho nimero le
sumo seis veces el consecutivo el resultado es igual a 755

X+4 xX+7
=+ =

2 3

Resuelve la ecuacion: 1

Resuelve la ecuacion: —4x?> —7x =0

. Resuelve la ecuacién: —2x*> +8 =0

. Resuelve la ecuacién: x> —24x +108 =0

Escribe una ecuacién de segundo grado cuyas raices sean 20
yl

. El cuadrado de un numero positivo mas el doble de su

opuesto es 960. ¢Cual es el nUmero?

Resuelve: (x+9)-(4x-8)=0

cidecd
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Soluciones de los ejercicios para practicar

17.

18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.

extremos
255,
26.
27.
28.
29.
30.

a) X +2x-15=0

p) X —6x+8=0

¢) X* +10x+9=0

d) X* -5x=0

a) x=4 , x=-3 b) x=7 , x=-3
c) X*+10x+9=0 d) x¥*-5x=0
12

6

8y6

11y 4

6y4

100y 70

Los puntos de doblado estan a 12 y 5 cm de los

b=-7 c=-42
6y8

11y 9
12y5
6.8y 10
11y 7

1. a) ecuacion b) identidad
c) identidad d) ecuacioén
2. a)2 b1 )2 d)1
3. a)si b)si c)no d)si
4. a) x+3=5 b) 2x+1=7
c) 3x-1=2
5. a) x=7 b) x=10
c) x=3 d) x=30
6. a) x=1 b)x=5
c) x=3 d) x=4
7. a) x=15 b) x=5
c) x=1 d) x=6
8. 35
9. 25
10. 18
11. Juan 2 y Maria 14 afios
12. 13 chicos y 30 chicas
13. a) x=0 x=5 b) x=3 x=-3
c) x=0 x=-3 d) No hay solucién
14. a) x=2 x=3 b) x=-1 x=4
c) x=2 x=-5 d)x=3 x=3
15. a) x=-2 x=3 b) x=-1/3 x=-5
c) x=0 x=- d) x=-4 x=3
Soluciones
AUTOEVALUACION

. =2X+7=-9

1

2

&

4

5. 0y-7/4

6. 2y-2

7. 18y 6

8. x*-21x+20=0
9. 32

10. -9y 2

No olvides enviar las actividades al tutor »
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Objetivos

En esta quincena aprenderas a:

Sistemas de Ecuaciones

Antes de empezar.

1.Ecuaciones lineales ............................ pag. 58
e Reconocer y clasificar los Definicion. Solucion
sistemas de ecuaciones segun
su nimero de soluciones. 2.Sistemas de ecuaciones lineales ..... pag. 59
e Obtener la solucibn de un Definicién. Solucién
sistema mediante una tablas. NGmero de soluciones
e Resolver sistemas lineales de
dos _‘icuac'or‘?s C,?[”d dgs 3.Métodos de resolucion ...................... pag. 61
incognitas, por los métodos de Reduccién
sustitucion, igualacion y Sustitucion
reduccion. o
e Utilizar el lenguaje algebraico Igualacion
y los sistemas para resolver ) ) o
problemas. 4.ApllcaC|ones practicas ........................ pag. 63
Resoluciéon de problemas
Ejercicios para practicar
Para saber mas
Resumen
Autoevaluacion
Actividades para enviar al tutor
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Antes de empezar

Para empezar, te propongo un problema sencillo

Por presumir de certero

. un tirador atrevido

~ se encontrd comprometido
en el lance que os refiero.

- Y fue, que ante una caseta
de la feria del lugar

. presumid de no fallar

ni un tiro con la escopeta,

.y el feriante alzando el gallo
. un duro ofrecid pagarle

. por cada acierto y cobrarle
 a tres pesetas el fallo

Dieciséis veces tird
el tirador afamado

. al fin dijjo, despechado
por los tiros que fallo:

- "Mala escopeta fue el cebo
y la causa de mi afrenta
. pero ajustada la cuenta
ni me debes ni te debo”.

. Y todo el gue atentamente
 este relato siguid

podrd decir fdcilmente
cudntos tiros acerto.

Aciertos | Fallos | Premio
16 0 80

15 1 72

14 2 64

13 3 56

12 4 48

11 5 40

10 6 32

9 7 24

8 8 16

7 9 8

6 10 0

Se puede ver que ha acertado
6 tiros.
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1. Ecuaciones Lineales

Definicién.
Una ecuacion de primer grado se denomina ecuacion
lineal.

Una ecuacion lineal con dos incognitas es
una ecuacion que se puede expresar de la
forma ax+by=c, donde x e y son las
incoégnitas, y a, b y c son nimeros conocidos

Solucion

Una solucion de una ecuacion lineal con dos
incégnitas es un par de valores (XY que hacen
cierta la igualdad.

Una ecuacion lineal con dos incognitas tiene infinitas
soluciones y si las representamos forman una recta.

3X+y =12
Coeficiente de x= 3, Coeficiente de y=1
Término independiente =12
Una solucién de la ecuacion es:
x=1 y=9
Observa que 3-(1)+9=12
Para obtener mas soluciones se da a x
el valor que queramos y se calcula la'y
X=0->y=12-30=12
Xx=1->y=12-31=9
X=2->y=12-32=6
x=3->y=12-33=3

Si representamos 12 \'),”-"?J
los puntos en un 11\
sistema de ejes i
coordenados g \,:2 9)

forman una recta: o \

T \
o
5
4
2}

.

EJERCICIOS resueltos

1. Dada la ecuacion:3x +2y =17, razona si los siguientes pares son solucion.

a) x=1, y=3
b) x=5, y=1

Sol: No es solucién 3(1) +2(3) =4 +6 =10#17
Sol: Si es solucién 3(5) +2(1) =15+2 =17

2. Dada la ecuacién 5x -2y =c , halla el valor de ¢ sabiendo que una solucién es:

a) x=3 , y=6
b) x=4, y=1

Sol: 5(3)-2(6)=15-12=3 >c=3
Sol: 5(4)-2(1)=20-2=18 »>c =18

3. Halla una solucién (x,y) de la ecuacion -4x + 5y = 17 sabiendo que:

a) x=7
b) y=1

Sol: -4(7)+5y =17 -5y =45 >y =9 — sol = (7,9)
Sol: -4x+5(1) =17 » -4x =12 > x =3 > sol = (3,1)

4. Escribe una ecuacion lineal con dos incognitas cuya solucién sea:

a) x=1, y=3
b) x=-2 , y=1

Sol: 2x +5y =17
Sol: 2x+y =-3

5. Haz una tabla de valores (x,y) que sean solucion de la ecuaciéon: 2x+y =17,y
representa estos valores en un sistema de coordenadas.

I_x|—3 2 -10 1 2 3
“y|23 21 19 17 15 13 11

So
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Sistema de dos ecuaciones

lineales con dos incoégnitas:

2x +3y =14

3x+4y =19
X =1
y=4

anterior

{2(1) +3(4)=2+12=14
3)+4(4)=3+16=19

Es una solucién del sistema

9 f/-/2x+y=—2

2. Sistemas de ecuaciones

lineales

Definicion. Soluciéon

Un sistema de dos ecuaciones lineales con dos
incognitas son dos ecuaciones lineales de las que se
busca una solucién comun.

Una solucibn de un sistema de dos
ecuaciones lineales con dos incoégnitas es
un par de valores (X;,¥yi) que verifican las dos
ecuaciones a la vez. Resolver el sistema es
encontrar una solucién.

Numero de Soluciones

Un sistema de ecuaciones, segun el numero de
soluciones que tenga, se llama:

Sistema Compatible Determinado, si tiene una
Unica solucidon. La representacion grafica del
sistema son dos rectas que se cortan en un punto.

Sistema Compatible Indeterminado, si tiene
infinitas soluciones. La representacién gréafica del
sistema son dos rectas coincidentes.

Sistema Incompatible, si no tiene solucion. La
representacion grafica del sistema son dos rectas
que son paralelas.

Sistema
Compatible Determinado

Compatible Indeterminado

X+y=5 X+y=5
2x +2y =10 2x +2y =10
Sistema Sistema

Incompatible

40\A
J TR
0 \

o B N W ~ O o
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EJERCICIOS resueltos

3xX+2y =17

6. Dado el sistema: {5 11 ° razona si los siguientes pares son solucion.
X -y =

a) x=3,y=4 Sol: Si es solucion 3(3)+2(4) =9+8 =17
53)-(4)=15-4=11

b) x=5, y=1 Sol: No es solucion SE)+2() =15+ 2 =17
56)-(1) =25-1=24#11

c) x=3,y=1 Sol: Sies solucién 33 +2(1) =9+2=11#17
5@)-(1)=15-1=14#11

7. Escribe un sistema de dos ecuaciones cuya solucion sea:
3X+2y =7

a) x=1,y=2 Sol:
) / {SX—y:S

b) x=3,y=1 Sol: {3x—y=8

2x-y =5
3x+by =21
c) x=2,y=3 Sol: X+Sy
X -4y =-10
- . 3x+2y =8
8. Haz una tabla de valores y da la solucion del sitemas: {SX " yy_ 9
X =2 x|-2 -1 0 1 2 x|-2 -1 0 1 2
Sol: 3x +2y =8 - 5x -y =9 -
= y|7 11/2 4 5/2 1 y|-19 -14 -9 -4 1
9. Indica cuantas soluciones tiene el sistema: {X ty=2
X—-3y =-2

Sol: Una solucién,Sistema Compatible Determinado

. /
10

et
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3. Métodos de resolucion

v Resolver un sistema por el Redgcmon
método de reduccion 5| .
consiste en encontrar otro ) Reduccion
sistema, con las mismas ' {ZX +5y =11
soluciones, que tenga los 3x-5y =4
coeficientes de una misma
incognita iguales o de signo 2X +5y =11
contrario, para que al _restar 6 0 ) {SX _By-4
sumar las dos ecuaciones la 4001 2 3 4| oo -
incégnita desaparezca. /.%:x 5y = 4 SX =15->x=3
~ 2] 2(3)+5y=11—>55y=5—>y=1
-3

v’ Para resolver un sistema por
el método de sustitucion se
despeja una incégnita en una
de las ecuaciones y se
sustituye su valor en la otra.

Sustitucion
2x+y =4
X+2y =5

2x+y=4_) y=4-2x
X+2y=5 X+2(4-2x)=5

X+2(4-2X)=5—>%x+8-4x =5
1 - -3x=-3->x=1
-3 2 +y=4->y=2

N

v’ Para resolver un sistema por Igual_aCIOn

el método de igualacion se 6 \‘-\?JX +y=10 .
despeja la misma incognita 2%<'+ Igualacion
en las dos ecuaciones y se 1 2x+y =7
igualan. 4 {3x +y =10
? {2x+y=7 _){y=7—2x
2 3x+y=10 |y =10-3x

7-2x=10-3x >x=3
y=7-2x=7-23)=1->y=1
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EJERCICIOS resueltos

10. Resuelve los siguientes sistemas utilizando el método de reduccion:

2x +7y =20
3x -7y = -5
2x+7y =20
a) Sol: 5x =15 5 x =35 6+7y =20 57y =14 >y =2
xX-7y=4
X =3
sol
{y=2
10x + 15y = 45 2Xx+3y =9
_)
9x — 15y =12 3x -5y =4
2x+3y =9
) Sol: 19x =57 > x=35>6+3y=95>3y=3>y=1
3xX-5y =14
X =3
sol
{yl

11. Resuelve los siguientes sistemas utilizando el método de sustitucion:

{x+7y:11—>x:11—7y

3x -5y =7 ->3011-7y)-5y =7 - 33-21y -5y = 7 - —26y = 26
X+7y =11
a) Sol: y=1-5x=11-70) =4
3x-5y =7
X =4
sol
{yl
2X+y =7 >y =7-2X
3X+4y =13 5> 3x + 4(7 -2x) =13 -> 3x + 28 - 8x =13 —» -bx = -15
2X+y =7
b) Sol: x=835y=7-2) =1
3x+4y =13
X =3
sol
y=1

12. Resuelve los siguientes sistemas utilizando el método de igualacion:

X+7y =23 > x=23-7
{ V Y —23-7y =-13+5y »> -12y = -36 >y =3

X -5y = -13 »> x = -13 + 5y

a) {X+7y:23 Sol: X=23—7(3)—)X=23—21=2

X -5y =-13

2Xx+y =13 5>y =13 - 2x
—513-2x=9-X—> X=-4->x=4
X+y=9—>y=9-Xx

b) {2X+y:13 Sol: y=13-2(4) > x=13-8=5

X+y=9
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4. Aplicaciones practicas

Recuerda los pasos: 5
e Comprender el enunciado Resolucién de problemas

® Identificar las incognitas . i
: Para resolver un problema mediante un sistema, hay

. ® Traducir a lenguaje algebraico gue traducir al lenguaje algebraico las condiciones del
{ @ Plantear las ecuaciones enunciado y después resolver el sistema planteado.
e Resolver el sistema Comienza por leer detenidamente el enunciado hasta

asegurarte de que comprendes bien lo que se ha de

® Comprobar la solucion
: P calcular y los datos que te dan.

Una vez resuelta el sistema no te olvides de dar la
solucién al problema.

v" La suma de las edades de un padre y de su hijo es 39 y
EJEMPLO 1 su diferencia es 25, ¢cudl es la edad de cada uno?

Llamamos x a la edad del padre
y a la edad del hijo
La suma de las edades es 39: X +Yy =39

La diferencia de las edades es 25: X -y =25

X+y =239

El sistema es:
{x -y=25

resolvemos el sistema por el método de reduccion:

X+y =39
X-y =25
2x =64 5> x=32

y=39-x=39-325>y=7

La edad del padre es 32 afios y la del hijo es 7 afios

v" Una parcela rectangular tiene un perimetro de 320 m. Si
EJEMPLO 2 mide el triple de largo que de ancho, ¢cuales son las
dimensiones de la parcela?

Llamamos x al ancho e y al largo

El largo es triple que el ancho: y=3x

El perimetro es 320: 2x+2y=320
y =3X

El sistema es:
{ZX +2y =320

Que resolvemos por sustitucion:
2:3x+2x=320 — 6x+2x=320 —» 8x=320 —» x=40 m
y=3X - y=120 m
La parcela mide 40 m de ancho por 120 m de largo.
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13.

14.

15.

16.

64

Ana tiene en su cartera billetes de 10€ y 20€, en total tiene 20 billetes y 440€
¢Cuantos billetes tiene de cada tipo?

x :Billetes de 50€ |X+Yy =20 X+y=20—->y=20-X

y :Billetes de 10€%{50x+10y=440%{5x+y=44—>y=44—5x
20—x:44—5x—>4x:24—>x:6_){X=6
y=20-x=20-6=14 y=14
Tiene 6 billetes de 50€ y 14 billetes de 10€

Sol:

La suma de las edades de Miguel y Pedro es 97.Dentro de 4 afos la edad de Pedro
serda cuatro veces la edad de Miguel.;Qué edades tienen ambos?

x:EdaddeMigueI_) X+y =97 N X+y =97
y : Edad de Pedro y+4 = 4(x + 4) 4x —y =-12
5x=85—>x=17

Sol: X =17

17+y =97 >y =80 >
y =80

La edad de Miguel es 17 afios y la de Pedro es 40 afios

Se quiere obtener 90 kg de café a 8’5 €/kg mezclando café de 15 €/kg con café de
6 €/kg, ¢cuantos kg de cada clase hay que mezclar?

x :Kg de café de 16€/kg X+y =90 N x=90-y
y :Kg de café de 6€/kg 15x + 6y = 765  |15(90 - y) + 6y = 765

Sol: 1350-15y + 6y =765 —» -9y = -585 —» y = 65

X =35
X=90-y=90-65—>x=35—>
y =65

Hay que mezclar 35kg de café de 15€/kg con 65kg de café de 6 € /kg

En un taller hay 154 vehiculos entre coches y motocicletas,si el niUmero de ruedas
es de 458, ;cuantas motocicletas y coches hay?

Sol:

X :numero de coches X+y =154 X+y =154 X -y =-154
. . - — —

y :numero de motocicletas 4x + 2y = 468 2x+y =234 2X +y =234

X =80

X =80
y=154-x=154-80 >y =74 >
y=74

Hay 80 coches y 74 motocicletas
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Para
N .
. practicar

1. Calcula el valor de ¢ para qué la
solucién de la ecuaciéon, x + 7y = ¢ sea:

a) x=1,y=2
b) x=3,y=-3
C) x=5,y=0

d) x=-2,y=3

. Halla una solucién (x,y) de la ecuacién
-4x +y =17 sabiendo que:

a) x=1
b) y=-7

. Escribe un sistema de dos ecuaciones
lineales con dos incégnitas cuya
solucién:

a) x=4,y=-3
b) x=1,y=-2
) x=0,y=5

d x=1,y=1

. Escribe un sistema de dos ecuaciones
lineales con dos incdgnitas que:

a) tenga infinitas soluciones
b) tenga una sola solucién

€) no tenga solucién

. Razona si el punto (x,y) es soluciéon del
sistema:

2x +3y =18
a) x=3,y=4—>
3X+4y =24

5 -3y =-1
b) x=1,y=2 >
3x+4y =11

cidecd

6. Resuelve graficamente

sistemas:

a) X+y =6
2xX +2y =12

b) {x+y=8
X-y=2

0 X+y=6
X+y =10

. Resuelve por reduccion:

2 =15
a) X+Yy
X -2y =-15

b —7X + 6y = -29
X+3y =8

-9X — 4y = -~
) X y 53
9x + 8y =61

. Resuelve por sustitucion:

12y =1
a) {X Y

-4x -9y =15
6y =3
b) X + By
-9x + 2y = -83

) X+2y =-17
5x +2y = -21

. Resuelve por igualacién:

-2y =17
a) {X Y

X -6y =47
b) X -4y =32
X -3y =-17

-2y =-14
c) {X Y
X+4y =4

MATEMATICAS 3° ESO
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

66

Hallar dos numeros sabiendo que el
mayor mas seis veces el menor es igual
a 62 y el menor méas cinco veces el
mayor es igual a 78.

Al dividir un numero entre otro el
cociente es 2 y el resto es 5. Si la
diferencia entre el dividendo y el divisor
es de 51 ,;de qué numeros se trata?.

La base de un rectangulo mide 20 dm
mas que su altura. Si el perimetro mide
172 dm, ¢cuales son las dimensiones
del rectangulo?

En una clase hay 80 alumnos entre
chicos y chicas. En el ultimo examen de
matematicas han aprobado 60 alumnos,
el 50% de las chicas y el 90 % de los
chicos.¢;Cuantos chicos y chicas hay en
la clase?

La base de un rectangulo mide 70 dm
mas que su altura. Si el perimetro mide
412 dm, ¢cuales son las dimensiones
del rectangulo?

Juan ha realizado un examen que
constaba de 68 preguntas, ha dejado
sin contestar 18 preguntas y ha
obtenido 478 puntos. Si por cada
respuesta correcta se suman 10 puntos
y por cada respuesta incorrecta se resta
un punto,i,cuantas preguntas ha
contestado bien y cuantas ha
contestado mal?

Paco tiene en su monedero 210€ en
billetes de 5 y 20 euros. Si dispone de
15 billetes,¢cuantos billetes tiene de
cada clase?

La suma de dos numeros es 85 y su
diferencia es 19.;Cudles son los
ndmeros?

La suma de las edades de Luisa y de
Miguel es 32 afios. Dentro de 8 arfios la
edad de Miguel sera dos veces la edad
de Luisa. ¢{Qué edades tienen ambos?

MATEMATICAS 3° ESO

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

Maria ha comprado un pantalén y un
jersey. Los precios de estas prendas
suman 77€, pero le han hecho un
descuento del 10% en el pantalén y un
20% en el jersey, pagando en total
63’6€.;Cual es el precio sin rebajar de
cada prenda

Encontrar un numero de dos cifras
sabiendo que suman 10 y que si le
restamos el numero que resulta al
intercambiar sus cifras el resultado es
72.

Halla las dimensiones de un rectangulo
sabiendo que su perimetro mide 88cm y
que el triple de la base mas el doble de
la altura es igual a 118.

La suma de las edades de Raquel y
Luisa son 65 afios. La edad de Luisa
mas cuatro veces la edad de Raquel es
igual a 104. (Qué edades tienen
ambos?.

Se quiere obtener 25 kg de café a 12’36
€/kg, mezclando café de 15 €/kg con
café de 9 €/kg. ¢Cuantos kilogramos de
cada clase hay que mezclar?

Un hotel tiene 94 habitaciones entre
dobles e individuales. Si el niumero de
camas es 170. ¢(Cuantas habitaciones
dobles tiene?.;Cuantas individuales?

Halla dos numeros tales que si se
dividen el primero por 3 y el segundo
por 4, la suma de los cocientes es 15,
mientras si se multiplica el primero por
2 y el segundo por 5 la suma de los
productos es 188.

En un corral hay gallinas y conejos: si
se cuentan las cabezas, son 50, si se
cuentan las patas son 134.;Cuantos
animales de cada clase hay?.

Calcula dos numeros que sumen 150 y

cuya diferencia sea cuadruple del
menor.
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Método de Gauss

Puedes observar que algunos sistemas son muy
faciles de resolver.

Por ejemplo
{:-: +dE =@
2¥ =8 (sistema Escalonado)

Se despeja la y en la segunda ecuacion y luego se
sustituye en la primera para hallar x.

v Cualquier sistema se puede transformar en
uno escalonado, y resolverlo de esta forma.
Este procedimiento se llama método de
Gauss.

Ademas este método también es comodo para
sistemas de tres ecuaciones y tres incognitas.

Por ejemplo
¥+ d¥=2= 10
Zy #+T=9
zZ=1
De forma cémoda puedes ver que la solucion es
z=1,y=2,x=3

Kart Friedrich Gauss El
(1777-1855)

método de Gauss
consiste en obtener un
sistema equivalente al dado
que sea escalonado:

ax+by+cz=p
b,y +c,z=q
Cz=r

cidecd

Para saber mas .._

_ cambio la fila 2 por

{ X+ 3y =11 la suma de ella con
_ la primera 4

2X + 5y =19 multiplicada por -2

-y =-3 y=3

{x+3y=11_){x:11—3(3)=2

X+y+ 3z =10 Icambio Ig fila”2 por
a suma de ella con
2X + Sy +z2=13 la primera fila
X + 2y 1L = 12 multiplicada por -2
X+ y + 32 = 10 Icambio Ig fila”3 por
a suma de ella con
y - 52 = _7 la primera fila
y _ 22 — 2 multiplicada por -1
X+y+ 3z =10 I(:ambio IS fila”3 por
a suma de ella con
y- S5z =7 la segunda fila
y _ 22 — 2 multiplicada por -1
X+y+3z=10
y-5z=-7—>
3z=9
X=10-8-9=-7
y=-7+15=8 >
z=3
X =-7
y=8
z=3

MATEMATICAS 3° ESO
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Tle Recuerda
ﬁ_ﬁ lo mas importante

Ecuaciéon de primer grado con dos
incégnitas. ax +by = c¢

a y b son los coeficientes.
c es el término independiente.

Las soluciones de la ecuacién son pares
de numeros (Xx,y) que la verifican.

Hay infinitas soluciones.

Las soluciones, si las representamos,
estan alineadas

Sistemas de dos ecuaciones de
primer grado con dos incoégnitas.

Viene dado por la expresion:

ax+by=c
pxX-+qy=r

a, b, p ,q son los coeficientes

c y r son los términos independientes

Métodos de solucién.
¢ Reduccién
e Sustitucion
e lgualacién

i Cada una de las ecuaciones se representa
: mediante una recta, las coordenadas (X,y) :
: del punto en que se cortan son la solucién :

. del sistema.

Sistema Compatible Determinado

El que tiene una Unica soluciéon

Sistema Compatible Indeterminado

El que tiene infinitas soluciones

Sistema Incompatible

El que no tiene solucidn

Para resolver problemas

1) ldentificar las incognitas

2) Escribir el sistema

3) Resolver

4) Comprobar las soluciones

5) Dar la solucion del problema
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10.

Autoevaluacion .

Escribe un sistema de dos ecuaciones lineales con dos
incognitas cuya Unica solucién sea: x=5, y=-9

Halla el valor de c para qué el sistema tenga infinitas
soluciones.

X+y=3
2X +2y =¢C

Escribe un sistema de dos ecuaciones lineales con dos
incégnitas que no tenga solucion.

Escribe una solucién de la ecuacion: -x+y = -5

3x+y =13

Resuelve por reduccién:
2Xx -y =7

. .. 3x +4y =18
Resuelve por sustitucion:
5x -y =7
. ., X + 4y =23
Resuelve por igualacion:
X + 5y =28

Encuentra dos numeros cuya diferencia sea 53 y su suma sea
319

El cuadrado de un numero positivo mas el doble de su
opuesto es 960. ;Cual es el numero?

Halla las dimensiones de un rectangulo de perimetro 140 cm
si la base es 10 cm mayor que la altura.
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Soluciones de los ejercicios para practicar

1.a)15 b)-18 ¢c)5 d) 19

2.a) x=1y=21
b) x=-6y=-7

3. a) X+y=1 b) X+y=-1
' X+3y=-5

o {2x+y=5 a) {x+y=2

2x+y =5

X +2y =10

_1 -2
4. a) {X+y b) {iiizQ

2X +2y =2

X+y=1
X+y=2

5. a) no b) si

6. a) Hay infinitas soluciones

b) x =5y =3 c¢) No hay solucién

7. a) x=3y=9
b) x=5y=1
c) x=5y=2

8. a)x=-3y=-1/3
b) x=9y=-1
c) x=-1y=-8

9. a) x=-1y=-9
b) x=4y=7

X+3y =4

. 52y 33

. 50 chicos y 30 chicas

. 138y 68

. 48 bien y 2 mal

. 6de 5€ y 9 de 20€

. 52y 33

. El pantalén 20€ y el jersey 57€
. Luisa tiene 8 y Miguel 24 afios
.91

. La base 30 y la altura 14 cm

. Luisa tiene 52 y Raquel 13 afios

. 14 kg de 15€/kg con 11 kg de

9€/kg

. 18 individuales y 76 dobles
. el primero 24 y el segundo 28
. 33 gallinas y 17 conejos

. 125y 25

Soluciones
AUTOEVALUACION

" {x+y=—4
XxX-y=14

2. c=6

X+y=3
X+y=7

w

x=4 y=1
Xx=2 y=3
x=3 y=5
186 y 133
32

© ® N O O A

base=40 altura=30

No olvides enviar las actividades al tutor »

70

MATEMATICAS 3°

cidecd



5 Progresiones

Objetivos
Antes de empezar.

En esta quincena aprenderas a: )
1.SUCESIONES ....oiiiviiiiiiiii e pag. 74
Definicién. Regla de formacion
Término general

e Reconocer una sucesion de

ndameros.
° Reconocer y distinguir las 2.Progresiones Aritméticas ................. pag. 75
progresiones aritméticas y S
geometricas. Término general
e Calcular él término general de Suma de n términos
una progresion aritmética y
geométrica. 3.Progresiones Geométricas ............... pag. 77
Definicion

e Hallar la suma de los términos .
de una progresion aritmética Término general
finita y geométrica finita o Suma de n términos
infinita. Suma de todos los términos

Producto de n términos
e Hallar el producto de los

términos de una progresion

e e 4_Aplicaciones ...........ccccccceiviiiiaanneea. Pag. 79
geomeétrica finita. P - 2
Interpolacion
e Resolver problemas con la Interés Compuesto
ayuda de las progresiones. Resolucién de problemas

e Resolver problemas de interés

compuesto. Ejercicios para practicar

Para saber mas
Resumen
Autoevaluacion

Actividades para enviar al tutor

cidecd MATEMATICAS 3°Eso m 71



72 m MATEMATICAS 3° ESO cidecd



Progresiones

Antes de empezar

B KRR BARA
BE Bl
EAE I B

Bl B
- -
e R

Para empezar, te propongo un juego sencillo, se trata de averiguar la
ficha de domind que falta en cada caso.
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1. Sucesiones

Definicion.
Una sucesién es un conjunto ordenado de ndmeros

reales:
all a21 a3l a41 a5! a61 e

Cada elemento de la sucesioén se llama término de la
sucesion. Para designarlos se emplean subindices.

Los términos de las sucesiones se pueden determinar
a partir de cierto criterio, este criterio se denomina
regla de formacion.

Término general

El término general de una sucesiéon es el que ocupa
un lugar cualquiera, n, de la misma, se escribe a,

e Hay sucesiones cuyo término general es una
expresion algebraica, que nos permite saber
cualquier término de la sucesién sabiendo el lugar
que ocupa, n.

e En otras, cada término se obtiene a partir de los
anteriores, se dice que estan dadas en forma
recurrente. Una relacion de recurrencia es una
expresion algebraica, que expresa el término n en
funcion de los anteriores.

4,7, 10, 13,...

Primer término: a;=4
Segundo término: a,=7
Tercer término: a;=10
Cuarto término: a,=13

Cada término se obtiene del
anterior sumandole 3.
a2=a.1+3=4+3=7
a3:a2+3:7+3:10
as=az+3=10+ 3 =13

4,8, 12, 16,...

Cada término se obtiene
multiplicando el lugar que ocupa
por 4

a,=14=14 a,=24=38
az=34=12 a,=44=16

EJERCICIOS resueltos

1. El primer término de una sucesion es 4, escribe los cuatro primeros términos de
ella si: “Cada término es igual al anterior mas el lugar que ocupa”:

Sol:a, =4 a,=4+2=6 a,=6+3=9 a,=9+4=13

2. Escribe la regla de formacion de la siguiente sucesion: 3, 8, 13, 18,...

Sol: “Cada término es igual al anterior mas 5”

3. Escribe los cinco primeros términos de la sucesion formada por los cuadrados de

los niumeros naturales a partir del 1.

Sol: 3, =1 a,=22=4 a;=3%=9

4. Calcula los 4 primeros términos de la sucesion de término general: a, =

11 2 2 3
1+1 2

Sol:a, =

a, =42 =16

ag =5% =25
n
n+1
__ 4 _4
“ 1+4 5

5. Escribe los 5 primeros términos de una sucesién cuya regla de formacién es: “Cada

término es la suma de los dos anteriores”

=3 y =7

Sol:a, =3 a,=7 a,=3+7=10 a,=7+10=17 a, =10+17 =27

6. Escribe el término general de estas sucesiones:

a) 2,3,4,5,6,.... Sol:a, =1+n
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b) 2,4,8,16,32,....

Sol: g, = 2"
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2,4,6,8, ... >d=2
d>0 CRECIENTE

7,5,3,1, .. >d=-2
d<0O DECRECIENTE

Para obtener la diferencia basta
restar dos términos consecutivos.

3,5,7,9, 11, ..
a;=3 d=2
a,=3+ (n-1)-2
Asi por ejemplo:

;0= 3 +9:2 =21
a100= 3 + 99-2 =201

2,4,6, 8,10, 12

2+12=14
4+10=14
6+8=14

S=a1+a“n=2+126=42
2 2
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2. Progresiones Aritmeéticas
Definicion

Una progresion aritmética es una sucesion en que
cada término (menos el primero) se obtiene sumando

al anterior una cantidad fija d, llamada diferencia de
la progresion.

e Si d=>0 los niumeros cada vez son mayores, se
dice que la progresioén es creciente.

e Sj d<O los nimeros cada vez son menores, se
dice que la progresion es decreciente

Término genera

En una progresion aritmética cada término es igual al
anterior mas la diferencia. Observa:
a, = a; + d
az= ax+ d= a; + 2-d
ay=az+d=a,+2.d+d=a; + 3-d
as = ag + d= a; + 3d+d= a1+4'd
y siguiendo asi sucesivamente, se llega a:
a, =a; + (n-1)-d

El término general de una progresidn aritmética
es:

a,=a; + (n-1)-d

donde a; es el primer término y d la diferencia.

Suma de n términos

En una progresiéon aritmética finita de n términos, la
suma de términos equidistantes de los extremos es
igual a la suma de ellos:

a,tan = ax+an.1= az+an2 = ...

A partir de esta propiedad se obtiene que la suma

S,= a;+ax+....... +a, de los n primeros términos de
una progresién aritmética es:
+
S= & an-n
2
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11.

76

Determina la diferencia de las siguientes progresiones aritméticas:

a) 1,4,7,10,13.... Sol: 97 % " =8 8 =3 -8 =3 -4
d=13-10-=10-7=7-4-4-1=3

b) 8,6,4,2,0,.... Sol: d=a;-a, =, -, =a, -, =a, -
d=0-2=2-4=4-6=6-8=-2

c) 2,6,10,14,18,.... So|:d=as—a4=a4—a3:a3—azza2_a1
d=18-14-14-10-10-6-6-2=4

Escribe el término general de las siguientes progresiones aritméticas:

a) 4,6,8,10,.... Sol: g, =a,+(n-Dd=4+(n-1D)2=2n+2
b) 3,-1,-5,-9,.... Sol: a,=a, +(n-1)d=3+("n-D-(-4) =-4n+7
¢) 5,8,11,14,.... Sol: a,=a, +(nN-1)d=5+(n-1)3=3n+2

Calcular la suma de los 10 primeros términos de la progresiéon aritmética:
2,4,6,8,10,...

a,=a +(10-1Dd=2+92=20
Sol:
S:alerqqn:2+20

10 =1110 =110

Calcular la suma de los 20 primeros términos de la progresiéon aritmética:
3,7,11,15,19,...

a,,=a +(20-1)d=3+192=41
Sol:
S:alerann:3+41

20 = 2220 = 440

El primer término de una progresion aritmética de diferencia 5 es 4 y el ultimo
término es 499.Halla la suma de todos ellos.

a =4 d=5 - 4,9,14,19,....
Hay que calcular el nimero de tér minos

Sol: a,=a, +(n-1)d >499=4+(n-1)5=5n-1
5n =500 - n =100

S- al;a“n: 4+2499100:5;£100=25150

cidecd



3,6, 12, 24, 48, ...

razon=2
[ _6_12 24 48 _
3 6 12 24

1, 3,9, 27, 81, ...
r=3 a;=1

a,= 3"

1,2,4,8,16,32 r=2;n=6
S_an-r—1_32-2—1_§_

= 63
r-1 2-1 1
(r" — (05 _
s aC-H _1@-1 63 _
r-1 2-1 1
1618!41211, ...... o r:l
2
S=i=£=g=32
1-r 1 1
1-=— =
2 2

1,2, 4,8, 16, 32
1-32=32
2:16=32
4.8=32

P=(L-32f = 2% =215

3. Progresiones Geomeétricas
Definicion

Una progresion geomeétrica es una sucesion en que
cada término (menos el primero) se obtiene

multiplicando el anterior por una cantidad fija r,
llamada razén de la progresion.

La razén se obtiene al hacer el cociente entre dos
términos consecutivos:

8_38_34a

=... =r

4
a, a,

a a

Término General
En una progresion geométrica cada término es igual
al anterior por la razén. Observa:
a, = a;r az= a,r =a;r’
a,=azr=a;-rr=a;r
y siguiendo asi sucesivamente, se llega a:

El término general de una progresion geométrica
cuyo primer término es a; y larazén es r es

&, =ar

Suma de n términos

La suma de los n primeros términos de una
progresién geométrica de razén r es:

r-1 (" -1
s=T"> 6 bien S=—al( )
r-1 r-1

Suma de todos los términos

La suma de los infinitos términos de una
progresion geométrica de razéon r, es:

2

1-r

Producto de n términos

En una progresién geométrica el producto de los
términos equidistantes de los extremos es igual al
producto de ellos: a;-a, = ax-a,.1= az-ano = ...

A partir de esta propiedad se obtiene que el producto
de los n primeros términos de una progresion

geométrica es:
P = J@a,)

cidecd
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EJERCICIOS resueltos

12. Determina la razén de las siguientes progresiones geométricas:

a) 1,2,4,8,16.... Sol: a, & a q
16 8 4 2
r:—:—:—:_:2
8 4 2 1
b) 81,27,9,3,1,.... Sol: a a a
,_1.3_9 27 1
3 9 27 81 3

13. Escribe el término general de las siguientes progresiones geomeétricas:
a) 4,12,36,108,.... Sol: a, =a, "' =43""

b) 8,16,32,64,.... Sol: a, =a, 1" =82"" =2%2"t =22

14. Calcula la suma de los 10 primeros términos de la progresién geométrica:

1,2,4,8,16, ...
. r-]— . 10— —
Sol: r=2_2_5 ,g_ 2 (C-D _1-@2 -1 _1024-1_,,,
a 1 r-1 2-1 1

15. Calcula la suma de los términos de una progresion geométrica finita de primer
término 1, razén 3 y ultimo término 243:

Sol: 3, =1 ; a =243 ; r=3 LT, 2433-1 728
r-1 3-1 2

=364

16. Calcula la suma de todos los términos de la progresién geométrica: 8,4,2,1,...
4 1 a 8

8
o & f 8 2_) 1-r 1 1
2

17. Calcula el producto de los 8 primeros términos de la progresion geométrica:
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Interpolar 4 medios diferenciales
entre 4 y 44.

4, X1, X2, X3, X4, 44
Progresion aritmética
44=4+(6-1)-d - 40=5d —» d=8
4,12, 20, 28, 36, 44

Interpolar 2 medios geométricos
entre 3y 24.

3, X1, X2, 44
Progresion geométrica
24=3.r* -5 8=r* 5 r=2

3,6,12, 24

¢En cuanto se convierten 2000 €
al 4% anual durante 5 afos?

7 t
C, =Coll+—
100

5]

4

. 1000-(1 + —) = 1216,65 €
100

O
Il

EJEMPLO 1
Encuentra la fraccion generatriz
de 0,2

EJEMPLO 2

Una persona da limosna durante
17 dias, cada dia da 1€ mas que
el anterior; el primer dia dio 10€
y el ultimo 26€, ;cuanto ha dado
en total?.

cidecd

4. Aplicaciones
Interpolacién

Interpolar significa colocar otros numeros entre dos
dados. Dados dos niumeros ay b,

e Interpolar n medios diferenciales entre ay b

es encontrar X, X, ..., X, humeros de forma que
a, Xi, Xz, ... , Xy b formen una progresion
aritmética.

e Interpolar n medios proporcionales entre a y
b es encontrar x;, Xz, ..., X, nUmeros de forma que
a, Xi, X2, .., Xp, b formen una progresion
geomeétrica.

Interés Compuesto

Si al invertir un capital durante un periodo de tiempo,
t, a un rédito, r%, no se retiran los intereses al
finalizar el periodo de inversion sino que se afiaden al
capital decimos que es un interés compuesto.

El capital final C; obtenido al invertir un Capital C, al
rédito r %, durante t afios, a interés compuesto
viene dado por la férmula:

t
C, =C, {1 + Lj
100 Si el tiempo viene dado

en meses o dias, basta
sustituir r por el rédito
mensual o diario y t por
el n°® de meses o dias.

Resolucion de problemas

Observa algunos ejemplos de problemas resueltos
con progresiones.

v SOLUCION

02-02+002+0002+..=2 12 2
10 100 1000
Es la suma de los infinitos términos de una progresion

geométrica de primer término 0,2 y razén 0,1.
02 02 2

" 1-01 09 9

v SOLUCION

Las cantidades dadas 10, 11, 12, ..., 26 forman una
progresion aritmética de primer término 10 vy
diferencia 1.

El total es la suma de los 17 términos:

S=¥.17=306 €
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18.

19.

20.

21.

22.

80

Interpola 3 medios aritméticos entre 4 y 29
5,X,,X,,X%X;,29

Sol: 29=5+(5B-1)d—>24=4d—>d=6
X, =5+6=11 X, =11+6=17 x,=11+6=17

Interpola 4 medios geométricos entre 1 y 243:
2,X;,%X,,%X5,X,,486
Sol: 486 =21°> 5243=2r°> 5r=3
X, =23=6 X,=63=18 X, =183=54 x, =543=162

Calcular el capital obtenido invirtiendo 2000 € al 3 % de interés compuesto anual
durante 5 afios.

r\ 3\
Sol: ¢, =Cy{1+—| =2000{1+—| =2318,55¢€
100 100

Un arbol de rapido crecimiento multiplica su altura por 1’2 cada afio. Si al
comenzar el afio media 0’75 m,¢;qué altura tendra dentro de 8 afios?

Sol: & =0'75; a,=0'751'2 ; a,=0'751"2%..... —a,=0'751'2° =3'22 m

Lanzamos una pelota a lo largo de un pasillo. En cada bote que da avanza una
distancia igual a la mitad de la distancia anterior. Si al octavo bote cae en un foso
de tierra y se para ¢qué distancia habra recorrido si antes del primer bote ha
recorrido 2 m?

1
a1:2;a2:1;a3:§;a4: gresnns ;ag:—

Sol: La distancia que ha recorrido es la suma de todas

8 1 255
s_al"-1) _ 2((%) _1j ~ 2(256_1J ~ 2(256) _ 22552 _ 255 _

r-1 %_1 1 a 1 256 64

2 2

3'98m
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1. Completa las sucesiones con los

términos que faltan:

a) 3,7,11,15, , ...
b) 3,6,12,24, , ...
c) 32,16,8,4, _, ...

d) 5,10,17,26, _, ,....

. Calcula los 4 primeros términos de la
sucesion de término general:

a) a =n+5
b) a —2"

c) a, ="¥h+2
d) a, =5n

. Calcula el término general de las
sucesiones:

a) 1,2,3,4,5,....

b) 1,4,9,16,25,....

. Halla el término 100 de la sucesién de
término general:

a) a, =3n+2
2n+1
b =
) 3, n-1
C) a, :(_1)
n+1
cidecd

Para practicar | N

5. Averigua la ley de recurrencia de cada

una de las sucesiones:
a) 3,7,10,17,27,....
b) 3,6,12,24,48,....
c) 3,7,11,15,19,....

d) 9,3,6,-3,9,....

. Calcula el término general de las

siguientes progresiones aritméticas.
a) 4,7,10,13,16,....

b) 1,3,5,7,9,....

c) 7,11,15,19,23,....

d) 3,4,5,6,7,....

. Calcula el término general de las

siguientes progresiones geomeétricas.
a) 4,8,16,32,64,....

b) 1,3,9,27,81,....

c) 16,8,4,2,1,....

8 16
2781

27

d)

wIN
(RN

. Calcula la diferencia de una progresiéon

aritmética si se conocen:
a)a,=30y a=-6
b) a, =95y a, =45
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

82

. Calcula la razén de una progresion

geomeétrica si se conoce

a) a, =80y a;, =16

b) a,=40y a =5

Calcula el primer término de una
progresién aritmética si se conoce:

a) a,, =34y d=7

b) a;, =13y d=3

Calcula el primer término de una
progresion geomeétrica si se conoce:
a)a, =320y r=2

b) a, =915y r=3

Calcula el nUmero de términos de una
progresion aritmética finita si el

primero es 100 el ultimo 420 y la
diferencia es 4.

Calcula la suma de los primeros 101
términos de la progresioén:
1,4,7,17,20,....

Calcula la suma de los multiplos de 3
menores de 1000 y mayores que 100

Calcula la suma de los primeros 8
términos de la progresion:
1,2,4,8,16,....

Calcula el producto de los primeros 8

términos de la progresioén:
11t

8 4 2

Calcula la suma de los infinitos
términos de la progresioén:
16,8,4,2,1,....

MATEMATICAS 3° ESO

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

Calcula el producto de los primeros 10
términos de la progresion
16,8,4,2,1,....

Depositamos 6000 € al 5 % de interés
compuesto anual. ¢Cuanto dinero
tendré después de 3 afos?

Determina el

capital que con un

interés compuesto del 5% anual,
produce 200 € en 4 afios.
Halla el capital obtenido invirtiendo

100 € al 3 % de interés compuesto
anual durante 4 afos?

Interpola 6 términos entre 1 y 10 para
que formen una progresion aritmética.

Interpola 3 términos entre 1 y 16 para
que formen una progresion geomeétrica

En un examen la primera pregunta
valia dos puntos y cada una de las
siguientes valia tres puntos mas que la
anterior. Si en total hay 50 preguntas,
¢cuantos puntos vale el examen?

El ndmero inicial de moscas de una
poblacién es de 50 y cada tres dias el
nimero de moscas se duplica,
¢cuantas moscas habra a los 30 dias?

Escribe la fraccibn generatriz de
1'2,utilizando la suma de wuna
progresion.

En una progresibn geomeétrica el
término sexto vale 64 y el cuarto es
16. Halla el término general.

Los angulos de un triangulo estan en
progresion aritmética, si el mas
pequefio mide 40° ;cudl es la medida
de los otros dos?
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Para saber mas |

La sucesion de Fibonacci

Una de las sucesiones mas conocidas es la sucesion de
Fibonacci.

1,1,2,3,5,8,13,21,34,....

La sucesién es la solucién al problema que se plantea en
su obra Liber abaci

Férmula de recurrencia:

a’HZ = ar|+l + a'rl

Término General:
1 (1+\/§J" 1 (1—J§J"

=Bl 2 Blo2

Una pareja de conejos tarda un mes en alcanzar la
edad fértil. Cada vez engendra una pareja de conejos
que, a su vez, tras ser fértiles engendran cada mes
una pareja de conejos.;Cuantas parejas habra
después de un niumero determinado de meses?

Biznie-
Mes Padres Hijos Nietos toz  Parejas
1 1
2 @ 1
3 @ 2
4 @ @ 3
5 & & 5
b & L & 8
i @ GOBD SSS 13
& Fareja féril Pareja no fértil

Espiral de
Fibonacci

cidecd

Leonardo-de F?iéa
(Fibonagcci): =

NUumero de oro:

Si dividimos cada numero por el
anterior la sucesion de cocientes
se acerca al nUmero de oro:

_1+\/§

2

¢
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| Recuerda

N 10 mas importante

Sucesioén:
Es un conjunto de infinitos ndmeros
dados de forma ordenada.

Término de una Sucesiodn:
Cada uno de los numeros que forman la
sucesion..

Sucesién decreciente:
Es aquella en que cada término es
menor que ela anterior.

Sucesion creciente:
Es aquella en que cada término es
mayor que el anterior.

Progresiéon Aritmética

Es aquella sucesiéon en que cada término
es igual al anterior mas una cantidad
constante Illamada diferencia de la
progresion.

Término general |a, =a +(N- 1)d‘

Términos equidistantes de los
extremos

8,+8,=8,,+3%=9,,+3 =

+
Suma de n téminos |S = %n

Progresion Geomeétrica

Es aquella sucesién en que cada término es
igual al anterior multiplicado por una
cantidad constante llamada razéon de la
progresion.

Término general

n_
Suma de n términos |S = al(r—ll)
r_
S - a,r—-a
r-1

Suma de los infinitos términos

&

S=—— -1<r<1
1-r

Términos equidistantes de los

extremos (a,a =a,,'8, =8, ,'d, = ...

Producto de n téminos P =./(a,-a,)"

Interpolacion
Dados numeros a y b, interpolar n medios

(diferenciales 6 geométricos) entre ay b es
encontrar Xi,X» . X, numeros de forma que
a,X1,X2. . Xp,b  formen una  progresion
(aritmética 6 geométrica)

Interés Compuesto

El capital final C; obtenido al invertir un
Capital C, al rédito r %, durante t afios, a
interés compuesto viene dado por la

t
formula: |C; = C, 1+
100
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10.

. Escribe el término 95 de la sucesion: %—

Autoevaluacion ¥

11 12 13
S

. Escribe el término general de la sucesion: -4,-7,-10,-13,....

. Escribe el término general de la sucesion: 1,2,4,8,....

. Escribe el término 6 de la sucesion: 1,4,16,64,....

. Halla la suma de todos los términos de la progresion:

8,4,2,1,....

. Halla la suma de los 100 primeros términos de la progresion:

1,4,7,10,....

. Halla el producto de los 8 primeros términos de la

progresion: 4096,512,64,8,....

. Cuéanto dinero me devolvera el banco si hago una imposicion

de 3000 € aplazo fijo durante 5 afios al 3% de interés
compuesto anual.

. Calcula la suma de todos los multiplos de 3 de tres cifras.

El padre de Juan decide guardar un euro el dia que Juan
cumple un afio. Ira duplicando la cantidad en todos los
cumpleafos de su hijo. (Cuanto dinero habra ahorrado el dia
que cumpla 13 afos?
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Soluciones de los ejercicios para practicar

1. a) 19y 23
c)2y1 d) 37y50

2. a) 6,7,8,9,....

) v2.%4,45.%6, ...

d) 5,10,15, 20, ....

3.a)a =n b)ya=n

1
c)a =— d)a =
n

4. a) a,, =302 b) a,

©) a, = 157

5.a)a,=a,+a b)a, =23

) a.=3+4 o
an-¢-2 :ah+1_an
6. a)a =3n+1

7. a) a =2"" b) a, =3""

ol)f:ln:(2

C) an _ 25—n

8. a4 b) 5
9. a5 b) 2
10. a) -99 b) -77

b) 48y 96

b) 1,2,4,8,....

B n+1

n+2

b) a =2n-1
c)a =4n+3 d)a =n+2

22.

23.

24.
25.
26.

27.
28.

. 81

. 15100

. 165150
. 511

. 16

. 32

. 1/32

. 6945775
. 928705
. 112755

16 25 34 43 52 61

Soluciones
AUTOEVALUACION

1.
2.

10.

©»® NO Ok W

104/97
a,=-1-3n
an — 2n—1
1024

16

14950

4096
3477'82
165150
8191

No olvides enviar las actividades al tutor »

CIDE@D
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Objetivos

En esta quincena aprenderas a:

Reconocer los angulos
importantes en una
circunferencia y sus
relaciones.

Averiguar cuando dos
triangulos son semejantes.

Utilizar el teorema de
Pitagoras para resolver
algunos problemas.

Identificar la mediatriz de un
segmento y la bisectriz de un
angulo como conjuntos de
puntos.

Calcular el area de recintos
limitados por lineas rectas y
por lineas curvas.

Figuras planas, propiedades métricas

Antes de empezar

1.Angulos en la circunferencia ............ pag. 90
Angulo central y angulo inscrito

2.S€MEJANZA .....cocoiiiiiiieiie e, pag. 91
Figuras semejantes
Semejanza de triangulos, criterios.
3.Triangulos rectangulos ..................... pag. 94
Teorema de Pitagoras
Aplicaciones del Teorema de Pitdgoras
4.Lugares geometricos .............ccceeeene.
Definicién y ejemplos
Mas lugares geométricos: las conicas
5.Areas de figuras planas ..................... pag. 98
Ejercicios para practicar
Para saber mas
Resumen

Autoevaluacion

Actividades para enviar al tutor
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Figuras planas, propiedades métricas

Antes de empezar

blem
metricos
en/el plan

_Recuerda una propiedad a’+b +c = 180°
importante de los triangulos: o 5
a =a C =cC
La suma de los &ngulos y
interiores de un triangulo es a+b+c=180°
igual a 180°.
v/ Se traza una paralela a la
base por el vértice opuesto.
El angulo a'=a, se dicen
alternos internos. El angulo
c¢’=c por el mismo motivo.
a’' + b + ¢’ =180°
por tanto
a+b+c=180°
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1. Angulos en la circunferencia

Angulo central y angulo inscrito

En la circunferencia de la escena de la derecha el
, que tiene su vértice en el centro de la
circunferencia, se llama angulo central y representa

angulo

la medida angular del arco PQ.

El angulo [}, que tiene el

que abarca el arco RS.

vértice en
circunferencia, se llama angulo inscrito y se dice

la misma

El angulo inscrito que abarca un arco de
circunferencia determinado, es igual a la mitad
del angulo central que abarca el mismo arco.

mide

Aunque se cambie la posicion del vértice P el angulo no
varia. Los angulos inscritos que abarcan el mismo arco de

circunferencia son iguales.

inscrito es recto.

El angulo central abarca
una semicircunferencia,

180°, el angulo

EJERCICIOS resueltos

1. Calcula el valor del angulo o los angulos marcados en cada caso.

a) La circunferencia se
ha dividido en 3 partes
iguales

Sol: El angulo o abarca
120°, su valor es la mitad,
60°.

a) La circunferencia se
ha dividido en 6 partes
iguales

o | »

Sol: El angulo a abarca
180°, su valor es la mitad,
90°.

El angulo B abarca 240°,
cuatro divisiones de la
circunferencia, su medida
es 120°.

a) La circunferencia se
ha dividido en 8 partes
iguales

Sol: En el tridngulo azul
B=90°, C=45°
a=180°-90°-450=45°
En el triangulo rosa
B=22,5° y D=90°
B=90°+22,5°=112,5°

90 m MATEMATICAS 3° ESO
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La semejanza esta basada en
el Teorema de TALES: dos
rectas que cortan a varias
paralelas determinan en estas
segmentos proporcionales.

AB  BC AC

A'B BC AC

Observa en la figura que los dos
poligonos, verde y amarillo, tienen
los angulos iguales, y los lados
proporcionales, son semejantes

A A
B
54 . BA
/ c
D4
—, 4
L

cidecd

2. Semejanza

Figuras semejantes

Observa a la izquierda la pareja de figuras
semejantes, tienen la misma forma pero estan
representadas con tamanos diferentes, una puede
considerarse una ampliacion de la otra.

e Dos figuras planas se consideran semejantes si
existe la misma proporcion, llamada razén de
semejanza, entre sus lados homoélogos y ademas
sus angulos homoalogos son iguales.

Triangulos en posicion
de Tales: los lados
homadlogos son
proporcionales, los
angulos son iguales.
Son semejantes.

AD' _ BC _ AF
AD ac i)
AD' _ DC
AD DC

Semejanza de triangulos

Dos triangulos son semejantes si se pueden poner
en posicion de Tales. Como hemos visto en la
seccion anterior, esto significa que sus lados
homélogos guardan la misma proporcién y que sus
angulos son iguales.

En el caso de los triangulos para que sean semejantes
Bastara que se cumpla uno de los siguientes criterios:
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Criterios de semejanza de triangulos

1) Si dos tridngulos tienen los angulos iguales,
entonces son semejantes; bastara que tengan dos, el
tercero es lo que falta hasta 180°.

2) Si dos triangulos tienen un angulo igual y los
lados que lo forman son proporcionales, son
semejantes.

3) Si dos triangulos tienen sus tres lados
proporcionales, entonces son semejantes.

2. Las rectas de color naranja son paralelas
a) Calcula x

e
A
Df:
&
B
o

EJERCICIOS resueltos

b) Calcula la distancia entre Ay C.

| 5
5 | 6 2 |
6
4,8 B
‘ X ‘ c
6 X 48-6 Puesto que los segmentos homélogos son
—=—— = X=— =5,76 . — — —
5 48 5 iguales AB =BC =6, luego AC =12

3. Calculax,y, z.

X 26

57 53
i 4 57 2-57

e

57-2,6
X=— """
5,

2,8
3

— y=10,6

92

Para calcular z hay varias formas, por ejemplo:
El segmento s mide 4,2 ya que debe guardar la
proporcidon con los que miden 5,7.

Se calcula t: L = E — t=2,06
26 53

Ve e e - 2002 — z=3,17
2,6 6,6

Desde el punto A se ven alineados los extremos del poste marrén y del edificio

amarillo, ¢cual es la altura de éste?

Como el edificio y el poste son paralelos
segun el teorema de Tales:

h_20 ,h_292_433m

2 3 3

MATEMATICAS 3° ESO
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5. Calcula la distacia entre los puntos A y B situados A B

al otro lado del rio.

Por el Teorema de Tales: >

Luego AB=4?8 =9,6

5 6,4

6. En un triangulo rectangulo ABC (B=90°) se traza la altura sobre el lado AC,
formandose asi los triangulos también rectangulos, BDA y BCD, ¢;son semejantes
también estos triangulos?, ¢qué criterio aplicas?

B

/A

A D C

En efecto son semejantes ya que tienen los angulos
iguales (primer criterio).

1) Ambos tienen un angulo D=90°

2) El angulo a es igual en ambos ya que es 90°-f. En el
triAngulo naranja se ve a simple vista y en el azul
recuerda que la suma de los tres debe ser 180° por lo
que a + f = 90°

7. En un triangulo cualquiera ABC, se unen los puntos medios de los lados para formar
otro triangulo DEF. ;Son semejantes estos dos triangulos?, ¢qué criterio aplicas?.

B

F A

ABC y DEF son semejantes.

Observa que los triangulos ABC y DBE estan en posicion
de Tales por lo que AC/DE=CB/EB=2 ya que E es el
punto medio de BC.

Siguiendo el mismo razonamiento AB/EF=2 y BC/DF=2,
por tanto los tres pares de lados guardan la misma
proporcion. (Criterio 3)

8. La figura era conocida en la antigiedad como “pentagrama pitagoérico”. En ella se
pueden ver bastantes parejas de triangulos semejantes. Los de color amarillo y

morado, ¢son semejantes?, ¢;qué criterio aplicas?.

Son semejantes ya que los angulos llamados o son
iguales pues abarcan el mismo arco de circunferencia
(360°/5). Ademas por el Teorema de Tales a/a’ = b/b’,
por tanto los lados que forman el angulo a son
proporcionales. (Criterio 2°)

Los triangulos de la figura, ¢son semejantes?.

No son semejantes ya que los lados no son proporcionales,

0.7

6 5

10 6

cidecd
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3. Triangulos rectangulos

Teorema de Pitagoras

En un triangulo rectangulo el cuadrado de Ila
hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los
catetos.

P
,”(*- -~ cuadrado de lado ¢
9 cuadraditos :\ >< i \!}
itk
cH ‘\/}
a ; :
4
b
- 2 5 cuadrado de lado b
- 16 cuadraditos
cc=a“+b :

Observa la demostracién de la derecha.

Aplicaciones del Teorema de Pitdgoras

El teorema de Pitagoras es de gran utilidad en
multitud de problemas en los que se presenta algun

&

triangulo rectangulo. Aqui puedes ver algunos
ejemplos.
2 2 2
c=a+bh 2 2 (BR 3, 210
1 ol = e (B F
c= T+ 0
h-q/a’|
a h a
b
C
b b
2
b
a
2 (D 2 B [d?) 2.2, -b ) 9 B-b
o[ 2fe (2] = =[] =y Feo o-d [
’ l
27 B
/ ey -
b
a a
b
2
= 5 1 h '
o
2
\ a
= = =
Bt Bt

El area de los
dos cuadrados
es a%+b?

hrea=a"

Reorganizamos
esta superficie
de otra forma

El tridngulo

= amarillo y el
naranja son
f iguales

El area del
cuadrado
es c?

c

a’+b%=¢?

Calcular la diagonal de un
rectangulo.

Calcular la altura en algunos
triangulos.

Calcular los lados de un
rombo.

Calcular la altura de un
trapecio

Calcular segmentos de
tangente a una
circunferencia.

A =BC+AC =D AC =R - BC

!

Ac- - AB’- BC?
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La diagonal de El Teorema de Pitagoras

un ortoedro de en el espacio
aristas a, byc

es: e Calcular la diagonal de un

© .
D=+vaZ +b% +c? cubo de arista a

D?=a%+d?

d*=a’+a’=2a’ | ¢

a D?=3a® y D=a.3

EJERCICIOS resueltos

10. En el triangulo rectangulo de la figura se traza la altura sobre la hipotenusa dando
lugar a los triangulo naranja y azul. Calcula el valor de m y de n.

La hipotenusa del triangulo inicial es V82 +62 =10

8 6 En el triangulo naranja: 64=h?%+n?
En el triangulo azul: 36=h2+m?
restando ambas ecuaciones y como m+n=10, queda:
n m 28=n?-(10-n)?; 28=n2-100+20n-n?>  128=20n
n=6,4 m=3,6

11. Calcula cuanto mide la apotema de un octégono regular de lado —
1 dm y radio 1,3 dm. :

En el triangulo rectangulo que determinan la apotema,
el radio y la mitad del lado: |

a=141,3%-0.5%> =,/1,69-0,25 = y1,44 =12

12. En una circunferencia se sabe la longitud de una cuerda AB, 6 cm,
y la distancia de ésta al centro de la circunferencia, 4 cm.
¢Cuanto mide el radio?.

El triAngulo AOB es isOsceles (OA=0OB=radio) y como la distancia
del centro a la cuerda se toma sobre la perpendicular, la altura de

este triangulo es 4 cm, r= V4% +3%2 =25 =5 cm

13. Larectar es tangente a las dos circunferencias en los
puntos A y B. Halla la distancia que hay entre ambos
puntos de tangencia.

Observa el triangulo rectangulo:

d =102 —(4-2)? =+/96 = 9,8

14. La piramide de la figura es regular, su caras son triangulos equilateros y su base un
cuadrado de lado 2 m. Calcula su altura.

La diagonal de la base mide \/22 +22 - \/§ = 2«/5

La altura es un cateto del triangulo azul:

h=y2? -(2)? =Va-2 =2
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4. Lugares geomeétricos

Definicion y ejemplos

Un lugar geométrico en el plano es un conjunto de

puntos que
propiedad.

cumplen

todos ellos una misma

e La mediatriz de un segmento

Es la perpendicular por el punto
medio del segmento.

La mediatriz de un segmento
AB es el lugar geométrico de los
puntos del plano que equidistan
de Ay de B.

e La bisectriz de un angulo

Es la recta que lo divide en dos

O

Observa la curva que describe un punto P
al rodar la circunferencia sobre el eje OX,
se llama cicloide.

MA=MB
El angulo en
M es recto.
Los triangulos
AMP y BMP M B
son iguales.
PA=PB

Los triangulos ORP

/ - ; i ; ) _
/ angulos iguales. y OQP son iguales Distancia de P
4 ) ) ] PQ = PR of  paliador
/ La bisectriz de un angulo es el
VA 2 lugar geométrico de los puntos d(P,s)=d(P "
/ P H =7= g P
del plano que e,qmdlstan de los RSN
W Za . lados de dicho angulo. P al lado s
0t R S
Un EJEMPLO interesante
i construccion
El arco capaz de un angulo o 1) Elegido el angulo, a, se 2) Desde A se traza la

sobre un segmento AB es el lugar
geométrico de los puntos del
plano desde los que se ve el

segmento AB desde un angulo o.

P
g

o

dibuja la mediatriz  del

segmento AB.

3) Se traza la circunferencia
con centro en O vy radio
OA=0B.

perpendicular a AC.
El angulo azul es igual a o.

4) El angulo de vértice P es
inscrito y mide la mitad del
AOB, es decir a, con lo que
tenemos dibujado el arco
capaz.
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CIRéyN ERyﬁCIA \
o \

Observa el triangulo rectangulo:
a = semieje mayor
b = semieje menor
2c¢ = distancia focal

a’=b*+c?

Observa el triangulo rectangulo:
a = semieje “real”
b = semieje “imaginario”
2c = distancia focal

La excentricidad e=

oo

La elipse tiene
excentricidad e<1

A medida que e
disminuye, la elipse
es menos achatada.
La circunferencia
tiene e=0

 La hipérbola tiene /
2\ excentricidad e>1 //
\}- A medidaquee |
)/ aumenta, la N
"/ hipérbola es mas '\~
77/ abierta.

e=0 : circunferencia
e<1 : elipse
e=1 : parabola
e>1 : hipérbola

cidecd

Mas lugares geométricos: las conicas

Las curvas conicas, conocidas desde la antigliedad,
pueden obtenerse seccionando un cono con un plano.

Las curvas coénicas son tres:

= Elipse (contiene a la circunferencia como caso

particular)
= Hipérbola
» Pardbola

Circunferencia

Lugar geométrico de los
puntos que estan a igual
distancia de uno fijo, el
centro.

distancia(P,C)=radio

I il F
P P
\ /p
Parabola
Lugar geomeétrico de los

puntos del plano que estan a
la misma distancia de un
punto, el foco, y de una
recta llamada directriz.

D(P,F) = D(P,r)

Elipse:

Lugar geométrico de
los puntos cuya suma
de distancias a dos
fijos, los focos, es
constante

D(P,F)+d(P,F) = 2a

Hipérbola

Lugar geométrico de
los puntos del plano
cuya diferencia de
distancias a dos fijos,
los focos, es
constante.

D(P,F) — D(P,F") = 2a
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5. Areas de figuras planas

Recuerda las areas de figuras conocidas

Poligonos

Triangulo

Triangulo equilatero

' b-h i 3 ii
A=—— =—g2.Y2

2 A=a a

b b &

Poligono regular
perimetro - ap

culo
=n-r?

A =]
2
Cuadrado Rectangulo Rombo Romboide b’ Trapecio
A=lado? A=b-a d-d' b+b'
o A -h
h 2
b b

Figuras
Curvas

Sector circular
" m-r°-a
360

Zorgna circular r

X=7-(R? - r?)

La proporcién entre el area del circulo
y de la elipse es la misma que entre el
area de la elipse y del rectangulo:

i 2
Acire _ma” _m Agpsg _ mab _

T
Acuap 422 4  Agecr 4ab 4

| Recinto eliptico
A=n-a-b

15.

EJERCICIOS resueltos

La figura de la derecha esta compuesta
por areas de color blanco (cuadrados y
triangulos), rojo (pentagonos) y negro.

Calcula el area de cada color. Toda
figura es un cuadrado de 12 m de lado.

Una de las formas de afrontar el problema:
El area total es 12°=144 m?

El area de color rojo es la de 8 pentagonos,
cada uno de los cuales esta formado por un
rectangulo y un triangulo.

Area roja = 8-(3-1,5+3-1,5/2)= 54 m?

El area de la estrella de color negro es la
de dos cuadrados de lado 3 (el central y las
8 puntas que componen otro).
Area negra = 2-32 = 18 m?

El area de color blanco es
cuadrados de lado 3 m.

Area blanca = 8-3%2 = 72 m?
Entre las tres suman 54+18+72 = 144 m?

la de 8

la

1,5

3 3+1,5=4,5

En el embaldosado del suelo frente a la puerta
principal de la catedral de La Seo de Zaragoza

98
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1. Las rectas r, s y t son paralelas,
determina el valor de x en cada caso:

a)

b)
xem \Zem \
, _~15¢cm
N
\
c) \
/'/
/_../"' o
/'/"’ s
<Bcm \  1icm \ 7Zcm
d)

2. Los cuadrilateros de la figura son
semejantes. Halla la longitud del lado
x y el angulo B.

47 °

\ 15
1% QB 2
[ YT I
B g

cidecd

Para practicar |§

a

3. Los triangulos de la figura son
rectangulos y semejantes, calcula los
elementos que faltan en cada uno.

3zs
C 12,8

4. Comprueba que en un triangulo
rectangulo ABC, los tridngulos que
determina la altura sobre la
hipotenusa y el mismo ABC son
semejantes. Si los catetos miden 8 cm
y 5 cm, calcula la altura.

A

B c
H

5. Los lados de un triangulo miden:
a) 157,85y 132
b) 75, 24y 70
c) 117,45y 108

¢Es rectangulo?. En caso afirmativo,
¢cuanto mide la hipotenusa?

6. ;Cuanto mide el radio de Ila
circunferencia de la figura?.

12

18

NS

7. En un triangulo isé6sceles los lados
iguales miden 12 cm y el lado
desigual 8 cm, ¢cuanto mide la
altura?

MATEMATICAS 3° ESO m 99



8.

9.

10.

11.

12.

El radio de la circunferencia mayor
mide 10 cm, ¢cuanto mide el radio de
la menor?

Determina el lugar geométrico de los
puntos que equidistan las rectas de la
figura:

a) b)
Jecm / 2

El triangulo de la figura es isésceles.Si
se desplaza el vértice C de forma que
el triAngulo siga siendo isOsceles,
¢qué lugar geométrico determina C?

c
A B
Determina el lugar geométrico de los
puntos que equidistan de dos

circunferencias concéntricas, de radios
respectivos 8 y 12 cm.

Se quiere construir un mural de 3 m
de largo por 2,7 m de alto uniendo
cuadrados de 30 cm de lado como el
de la figura. (Qué superficie quedara
de color azul?

a b) c)

13.

14.

15.

16.

Un estadio tiene Ila
dimensiones del dibujo.
superficie ocupan las pistas?

forma vy
¢Qué

33m
7 |6m R
4 N\
/ » .
[/ )
\ [ |8m | |
v 7
- 4 ,"
A J 4
\. 6m .
g o

Una plaza tiene forma eliptica y las
dimensiones de la figura. En el centro
hay una fuente circular de 13 m de
radio, rodeada de un paseo de tierra y

en el resto hay césped. (Qué
superficie ocupa el césped?, ¢y el
paseo?.

80 m

Para construir
una cometa se
ha empleado
tela de color
verde y naranja
como en la

figura. ¢Qué
cantidad de
cada color?

Una cabra estd atada en la esquina de
un corral cuadrado de 20 m de lado,
con una cuerda de 30 m de largo,
¢cudl es la superficie sobre la que
puede pastar?
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Para saber mas E

*.

Tales de Mileto, que vivié entre los siglos VII y VI antes de nuestra era,
esta considerado como el primer matematico de la historia. En su juventud
viajoé a Egipto, donde aprendié algunas de las técnicas geomeétricas que los
egipcios utilizaban, y se propuso calcular la altura de la gran pirdmide de
Gizeh. Algunos dicen que fue el propio faraén quien se lo pidi6. Tales utilizé
su famoso teorema, el que has estudiado en esta quincena, pero se
encontré con algunas dificultades para la resolucién del problema. Veamos
como lo consiguio:

Tales clavé en la arena una estaca de longitud conocida y cuya sombra en

cualquier momento del dia podia medir facilmente. El siguiente paso consistia en
medir la sombra que la altura de la piramide proyectaba.

De este modo se podia aplicar su teorema a los dos triangulos semejantes ABC y
A"B”C”. Tales podia medir aproximadamente el segmento DC, puesto que es
visible, pero no tenia forma de calcular BD, ya que este segmento queda dentro

de la piramide. Pero sabia que la orientacion de la piramide era norte-sur, con lo
que esper6 a mediodia, cuando el sol esta al sur y entonces...

rayos solares

| rayos solares
=0 B N

=

... el segmento BD es justo la mitad del cuadrado de la base de la piramide, algo
que podia calcular perfectamente, y el resto ya era facil:

AB A

———— = —— de donde no hay mas que despejar AB.
BD+DC B'C

B o ) :J\ -

cidecd
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Recuerda
lo mas importante

.

Teorema de Tales
/AB  BC AC

/AB" B'C' AC

Semejanza

Dos figuras planas son semejantes si existe
la misma proporcion, llamada razén de
semejanza, entre sus lados homdlogos y
ademas sus angulos homologos son iguales.

En el caso de los triangulos basta que se
cumpla uno de los siguientes criterios:

1. Angulos iguales
(con dos basta)

yé:é'

o

2. Un angulo igual y los lados
que lo forman proporcionales

c b ¢

n YF—

c'

3. Lados proporcionales
B’ C a_b_c

a’ b c

Teorema de Pitagoras

c? = a+b?

Lugares geométricos

Un lugar geométrico en el plano es un
conjunto de puntos que cumplen todos ellos
una misma propiedad.

e La mediatriz de un

segmento AB es el lugar

geométrico de los puntos del

plano que equidistan de A y
¥ de B.

« La bisectriz de un angulo /
es el lugar geométrico de los
puntos del plano que
equidistan de los lados de
dicho angulo. g
» La circunferencia, es el
lugar geométrico de los puntos
que estan a igual distancia de
uno fijo, el centro.

Areas de recintos planos, se descomponen en éreas de figuras conocidas.

Triangulo Poligono regular
_b-h A~ perimetro - ap
T2 - 2
Cuadrado Rectangulo Romboide b’ Trapecio
A=lado? A=b-a b+b'
A -h
........... h 2
b b
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7)

10.

Autoevaluacion TSy )
| A4

. ¢Son paralelas las rectas de color azul de la figura?. Utiliza el

Teorema de Tales para averiguarlo.

¢Cuanto mide el angulo a?

¢Cuanto mide el angulo B del triangulo de la figura? .

Los lados de un rectangulo miden 6 y 3 cm; los de otro
miden 9y 4,5 cm. ¢{Son semejantes?.

Los lados del triangulo verde miden 8 cm, 6,7 cm y 7,8 cm;
¢cuanto mide el lado mayor del triangulo naranja?

Los lados iguales de un triAngulo isésceles y rectangulo
miden 14 cm, ¢(cuanto mide el lado desigual?

. Calcula el radio de la circunferencia de la figura.

La suma de las distancias de un punto de una elipse a los
focos es 10 cm, y el semieje menor mide 3 cm; ¢;cual es la
distancia entre los focos?

. Calcula el area de la figura de color azul, inscrita en una

circunferencia de radio 5 cm.

Las diagonales del rombo de la figura miden 8 cm y 4 cm,
calcula el area del recinto de color azul.
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Soluciones de los ejercicios para practicar

1. a) 7,5
c) 15,05

2. x=7,5 ang B=142°

b) 13,13
d) 25,83

3. Angulos: A=90°, B=32°, C=58°
a=9,43 b’'=8, a’=15,09

4. hipotenusa=9,43; altura h=4,24

5. a) si, hipotenusa=157
b) no
¢) si, hipotenusa=117

6. La diagonal del rectangulo es el
diametro de la circunferencia,
r=10,82

7. h=4128 =11,31 cm

8. r=450 = 7,07 cm

12.

13.

14.

15.

. La mediatriz del lado AB

. Otra circunferencia concéntrica

de radio 10 cm.

Se necesitan 90 cuadrados
En cada caso el area azul es:
90-193,5=17415 cm? = 1,7415 m?

Dos rectangulos y una corona circular:
2.198 + 263,76 = 659,76 m?

Césped, recinto eliptico menos circulo:
1142,96 m?
Paseo, corona circular: 1591,98 m?

Se puede descomponer en triangulos
equilateros.

4 de tela verde: 3117,68 cm?

3 de tela naranja: 2338,26 cm?

16. Area: % partes de un circulo de radio 30
m mas Y circulo de radio 10 m
2276,5 m?

9. a) Otra recta paralela situada entre
las dos , a una distancia de 1,5 cm
de ambas.

b) Dos soluciones, las bisectrices de
los dos angulos que forman las
rectas.

Soluciones
AUTOEVALUACION
Si

40°

90°-39° = 51°

Si

16 cm

14-42 =19,8 cm _ _ N
No olvides enviar las actividades al tutor »

3,49 cm

8 cm

ok g BB

32,48 cm?

. 918 cm?

[y
=)

cidecd
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7 Movimientos en el plano

Objetivos
Antes de empezar

En esta quincena aprenderas a:

) 1.VeCtores ........occooiiiiiiiii pag. 108
° Manejar el concepto de vector Concepto de vector. Coordenadas
como elemento direccional del Vectores equipolentes
plano. Suma de vectores
e Reconocer los movimientos
principales en el plano: 2.Traslaciones .........ccccccccvviieiiiiiiinnn, pag. 110
traslaciones, giros y simetrias. Traslaciéon segln un vector

. . Composiciéon de traslaciones
e Aplicar uno o mas

movimientos a una figura

geométrica. S.GirOS ......................... ,. ......................... pég 112
o Giro de centro O y angulo a

geomeétricos en el arte, la

Figuras invariantes de orden n
naturaleza, etc..

4.Simetria axial ... pag. 114
Simetria de eje e
Figuras con eje de simetria
Composicion de simetrias axiales

Ejercicios para practicar

Para saber mas

Resumen

Autoevaluacion

Actividades para enviar al tutor
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Antes de empezar

En la naturaleza, el arte, en muchos objetos cotidianos, encontraras
muestras de las formas geomeétricas que vas a estudiar aqui. Mira a tu
alrededor y observa

Recuerda

En un sistema de ejes cartesianos cada punto se B(-3, 2)
expresa mediante dos coordenadas (X,y).

La primera o abscisa indica la posicion sobre el eje
horizontal, positiva a la derecha del origen, negativa a la
izquierda. La segunda u ordenada la posicion sobre el
eje vertical, positiva hacia arriba, negativa hacia abajo. - — i

@
D(2, -3)
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1. Vectores

Concepto de vector. Coordenadas

5
Un vector AB esta determinado por dos puntos del
plano, A(X1,Y1) que es su origen y B(X,y,) que es su
extremo.

N
Las coordenadas de AB son las de B menos las de A:
-
AB=(Xz - X1, ¥2 - Y1)-

Un vector tiene moédulo, direccidén y sentido:
e Mobdulo, es la distancia entre el origen y el
extremo,
e Direccion, es la recta que pasa por origen y
extremo o cualquier recta paralela a ella 'y
e Sentido es el que va desde el origen hacia el
extremo y lo marca la flecha.

Vectores equipolentes

— -
Dos vectores AB y CD se llaman equipolentes si
tienen el mismo maddulo, la misma direccién y el

mismo sentido.
N
Observa que parece que el vector AB

se ha trasladado paralelamente a si
mismo hasta ocupar la posicién del

\\\ D N
. vector CD.

ABCD es un paralelogramo.

e Dos vectores equipolentes son representantes del
mismo vector libre.

Suma de vectores

La suma de dos vectores, u y v, es otro vector,
u+Vv, que podemos construir de dos formas:

e Situando los vectores u y vcon origen en el
mismo punto. El vector u+ v queda entonces sobre
la diagonal mayor del paralelogramo construido
sobre los vectores sumandos.

e Haciendo coincidir el origen del vector v con el
extremo de u. El vector u+v tiene como origen el
origen de u y como extremo el de v .

En coordenadas, la suma de u=(u;,uz;) y VvV =(Vi,V2)
es: u+Vv=(Ui+V, Us+V,)

108 m MATEMATICAS 3° ESO

exiremo

origen

Para calcular el médulo basta utilizar el
Teorema de Pitagoras:

;B = x/(Xz - X1)2 +(y2 - y1)2

La importancia de los vectores
equipolentes reside en que se pueden
trasladar a cualquier punto.

cl
+
<|

<l
+
<|
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EJERCICIOS resueltos

N
1. Las coordenadas del vector AB son las de B menos las de A. Calcula:

o
a) Las coordenadas del vector AB b) Las coordenadas del punto B.
B

B(4,3)

(6,7)

Basta sumar a
A(3,-1) las coordenadas
= de A, las del
AB=(4-(-3)3-(-D)=(7.4 vector: B(-2,4) A(4,3)

2. Los triangulos amarillo y verde son iguales, ¢qué distancia hay entre los puntos
homadlogos, A(-3,2) y B(1,5)7?

La distancia entre A y B es el mddulo

del vector Ké =(4,3)
Aplicando el Teorema de Pitagoras:

|AB =42 132 = {25 =5

3. Los vectores equipolentes tienen las mismas coordenadas, dados el punto A(5,-2) y
el B(-1,1), ¢cudles son las coordenadas del punto D?

El vector ﬁz(-1-5,1+2) = (-6,3)
El vector CD tiene las mismas

aula coordenadas.
Bl Las del punto D son: (-1-6, 2+3)
T~ D(-7.5)

4. Suma en cada caso grafica y analiticamente, los vectores verde u , 'y azul V.
a) u=(-4,-3) v =(6,-3) b) u=(6,-3) v =(-3,-3)
U+V=(-4+6,-3-3) = (2,-6) U+v=(6-3-3-3)=(3,-6)
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Movimientos en el plano

2. Traslaciones

Traslacién segln un vector

Una traslacién de vector u es un movimiento que
transforma cada punto A del plano, en otro punto B

de manera que el vector AB es igual al vector u

cl

e Una traslacion es un movimiento directo, es
decir que conserva la orientacion, e isomorfo, no
cambia la forma de las figuras.

Composicion de traslaciones

Dos traslaciones, de vectores U y v, se pueden
componer para formar una traslacion de vector u+v

P —>
v

—
u p!l
- >
u+v

Mediante la composicién de traslaciones es posible
componer interesantes frisos o cenefas, que se
pueden ampliar a mosaicos, como puedes apreciar
en las imagenes.

JE——

Vector de traslacion AA'

Ai

cl
recorrido AB'C'

El sentido de

B C giro que recorre
recorrido ABC los vértices ABC

es el mismo que

el que recorre

los vértices

A'B’C'.

La figura original
y la trasladada
tienen la misma
forma
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EJERCICIOS resueltos

1. Al trasladarse las coordenadas de un punto se ven incrementadas por las del vector
de traslacion. Compruébalo en los siguientes casos:

s

FBG,2)

A(-2,:5)

2. El cuadrilatero verde es el trasladado del amarillo en cada caso. Calcula las
coordenadas del punto A.

a) v=(-5,5) A'(-2,2) b) v=(5,-6) A’(0,-1) c) v=(6,4) A'(3,-1)
A(3,-3) A(-5,5) A(-3,-5)
/ f
= = ’}, s"'

3. El arte muestra traslaciones como puedes apreciar en los ejemplos siguientes:

Motivo que puede apreciarse en
muchas iglesias romanicas, éste
es de la iglesia de San Juan
Bautista de Leon.

Figura presente en la
ornamentacién mudéjar,
Catedral de la Seo de Zaragoza

Mosaico romano
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3. Giros

Giro de centro Oy angulo a

Un giro, de centro un punto O y amplitud un angulo
o, transforma cada punto P del plano en otro punto
P’ de modo que el angulo POP' es igual a a y las
distancias OP y OP' son iguales.

Debes tener en cuenta que un giro puede tener
orientacion positiva (contraria a las agujas del
reloj) o negativa.

Simetria respecto a un punto

Una simetria central, o simetria respecto a un punto
O, es un giro de centro O y amplitud 180°.
Transforma pues, cada punto P en otro punto P' de
modo que el angulo POP' es igual a 180° y las
distancias OP y OP’ son iguales.

P p

Si al aplicar a una figura una simetria de centro O la
figura no varia, O se dice que es su centro de
simetria.

Ejemplos de figuras con centro de simetria:

El sentido de giro 5

que recorre los

veértices ABC es el

mismo que el que A
recorre los vértices o

A'B'C'.

La pajarita nazari es una figura clasica
en la produccién de mosaicos que se
construye .a partir de un triangulo
equilatero, con ayuda de la simetria
central. :
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Figuras invariantes de orden n

Triangulo equilatero, Si al girar una figura con centro en un punto O y
figura invariante de segun un angulo menor que 360°, coincide con si
ordells misma, el punto O se dice que es centro de giro de

la figura.

.[\
p centro de giro —

Si al aplicar a una figura un giro de 360° alrededor de

Exagono regular, su centro de giro se producen n coincidencias, dicho
f'g;fa 'gva”a”te de centro se dice de orden n y la figura invariante de
orden

orden n.

EJERCICIOS resueltos

5. ¢Cual es el centro del giro que transforma el triangulo amarillo en el verde?

Se traza el segmento que une dos puntos homoélogos, por ejemplo A y A’, y dibujamos la
mediatriz. Hacemos lo mismo con otros dos puntos, C y C' en la figura. El punto en el que
se cortan las mediatrices es el centro de giro.

Con el transportador podemos medir el angulo, en este ejemplo 75°.

6. ¢Cuales son las coordenadas del punto P’, simétrico del P en la simetria de centro el
punto O?

a) 0(1,1) P(-3,-3) —» P’'(5,5) b) 0(-2,1) P(2,-3) — P'(6,5)

*n *p
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4. En la imagen se muestra un poligono (color amarillo) y su simétrico (color verde)
respecto al punto O, ¢cuales son las coordenadas de O?

El centro de simetria es el punto medio del segmento que une P(6,4) y P’(-8,-6), O(-1,-1),
para calcularlas basta hacer la semisuma correspondiente (6-8)/2=-1, (4-6)/2=-1

5. Al triangulo amarillo le aplicamos sucesivamente dos simetrias centrales respecto al
mismo punto, O, ¢cual es el resultado?

Al aplicarle la simetria de centro O resulta el triangulo verde, cuando a éste se le aplica de
nuevo una simetria del mismo centro vuelve a la posicion inicial.

6. Se aplica al triangulo amarillo una simetria de centro O, y después otra de centro
O’, ¢cual es el resultado?

Al aplicarle la simetria de centro O resulta el triangulo de color verde, a éste se aplica la
simetria de centro O’ resultando el de color rosa, lo mismo que si el triangulo inicial

(amarillo) se traslada por el vector 2- 00"
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El eje de simetria |
es la mediatriz del '
segmento PP’

El moédulo del vector de traslacion es
el doble de la distancia entre los ejes.

EII éngulo de giro es
3 el doble del angulo
/que forman los ejes.

cidecd

4. Simetrias

Simetria de eje e

Una simetria respecto a un eje e es un movimiento
que transforma cada punto P del plano en otro P* de
modo que la recta e es mediatriz del segmento de
extremos Py P'.

Segun esta definicion, debe cumplirse que:
e La recta e debe ser perpendicular al segmento PP"

e La distancia de P a la recta e ser& igual que la
distancia de P' a dicha recta

Una simetria axial es un movimiento inverso.
Observa en la figura como se modifica el
sentido de giro de los vértices del triangulo.

Figuras con eje de simetria

Hay figuras que son invariantes (no se modifican) al
aplicarles una simetria axial. En ese caso, el eje de la
misma se llama eje de simetria de la figura.

Una figura puede tener varios ejes de simetria.
Observa el hexagono de la izquierda y dos de sus seis
ejes de simetria.

Composicién de simetrias axiales

La aplicacion consecutiva de dos simetrias axiales, de
ejes e y e', da lugar a un nuevo movimiento que
depende de la situacion relativa de los ejes e y e':

e Si los ejes e y e' son paralelos, el resultado es
una traslacion.

e Si los ejes e y e' se cortan en un punto, la
composicion da lugar a un giro alrededor de dicho
punto.

Como tanto una traslacibn como un giro son
movimientos directos, el resultado de componer dos
simetrias axiales es un movimiento directo.
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EJERCICIOS resueltos

7. Calcula las coordenadas del punto P’, simétrico del P respecto al eje de la figura.

b) P (2,3) » P’(2,-2)

a) P (-2,4) » P; (6.4

8. En cada caso dibuja el triangulo simétrico respecto del eje e, del de color amarillo e
indica las coordenadas de los vértices del transformado.

a)A(5,0) — A’(0,5) ' b) A(7,4) - A'(-4,-7)
B(0,-2) - B'(-2,0) B(1,6) — B'(-6,-1)

C(1,-6) —» C'(-6,1) C(0,3) —» C'(-3,0)

9. Calcula las coordenadas del punto que resulta al aplicarle a P primero una simetria
de eje e y luego otra de eje e’.

a) P(-2,3) —» P’(0,3) —» P"(6,3) b) P(2,3) » P'(4,3) - P”(-6,3)

El mismo resultado que si se aplica una El mismo resultado que si se aplica una
traslacion de vector (8,0) traslacion de vector (-8,0)
. . :Il

10. ¢Cual es el transformado del triAngulo de color morado respecto a la composicion
de simetrias de ejes e y e’?

Sol: EI n° 3 Sol: El n°® 3
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1. Determina las coordenadas vy el
modulo del vector de la traslacién que
transforma el punto A en el punto B

x>

2. Halla el triangulo que ha dado lugar al
de la figura, al aplicarle una traslacion
de vector (3,2).

3. El tridangulo de la figura se ha
trasladado primero de la posicion 1 a
la 2, mediante una traslacion de
vector (3,-3), y luego a la 3 por una
traslacion de vector (2,-3). ¢(Cuél es el
vector de la traslacion que pasa
directamente de 1 a 37?.

Az

cidecd

Para practicar | N

4. Calcula los vértices del triangulo que

resulta al aplicar al de la figura una
traslacion de vector v =(3,2).

5. El triangulo ABC de la figura gira 90°

en torno al origen de coordenadas, en
qué triangulo se transforma?.

6. El cuadrado de la figura gira 45° en

sentido contrario a las agujas del
reloj, en torno al vértice sefialado,
¢cuales son los vértices del cuadrado
transformado?.
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7. Halla la figura transformada del
cuadrilatero ABCD por una simetria:

a) de eje el de ordenadas
b) el de abscisas.

8. Halla la figura transformada del
cuadrilatero ABCD por una simetria de
eje el de la figura.

9. Halla la figura transformada del
cuadrilatero ABCD por una simetria
central, de centro el origen de
coordenadas.

10. El tridangulo azul se transforma en el
morado tras un giro de centro O,
dibdgjalo y calcula el centro de giro.

<

11. Halla la figura transformada del
triAngulo ABC por una composicion de
simetrias, primero la de eje azul y
luego la de eje rojo.

12. Halla la figura transformada del
triangulo ABC por una composicion de
simetrias, primero la de eje azul y
luego la de eje rojo.
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Para saber mas @'

Los siete tipos distintos de frisos

Aungue pueden construirse infinitos tipos de frisos mediante traslaciones, en realidad todos
ellos pueden clasificarse en sélo siete tipos distintos segin qué movimientos existan en el
motivo que se traslada infinitamente.

v" Tipo 1 ElI motivo que se traslada no presenta ninglin movimiento.

AddAdAdddddddA4 ,

v Tipo 2 ElI motivo que se traslada presenta una simetria central.

w ’7‘5. h 4

inrﬁ

v Tipo 7 El motivo que se traslada presenta una traslacion seguida de una simetria horizontal
quedando como resultado una simetria axial vertical.

Fotografias de rejas de balcones en la C/Manifestacién de Zaragoza,
donde se pueden encontrar ejemplos de estos siete tipos.
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= Recuerda
lo mas importante

Un vector tiene MODULO que es la distancia entre el

origen y el extremo, DIRECCION que es la recta que
pasa por origen y el extremo o cualquier recta paralela
a ella, y SENTIDO que es el que va desde el origen
hacia el extremo y lo marca la flecha.

Giros

Traslaciones

v" Una traslacién de vector u es
movimiento que transforma
cada punto A del plano, en otro

un

punto B de manera que el vector

AB es igual al vector u

v"Un giro, de centro un punto O y amplitud un angulo a,
transforma cada punto P del plano en otro punto P’ de
modo que el angulo POP' es igual a a y las distancias OP

y OP’ son iguales.

v Si al girar una figura con centro en un punto O y segln
un angulo menor que 360°, coincide con si misma, el
punto O se dice que es centro de giro de la figura.

120 m MATEMATICAS 3° ESO

Simetrias

extremo

origen

-
e

3

L
e
oP

Ol

centro de giro

v"Una simetria central, o simetria respecto a un punto O,
es un giro de centro O y amplitud 180°. Transforma pues,
cada punto P en otro punto P' de modo que el angulo POP*
es igual a 180° y las distancias OP y OP" son iguales.

v Una simetria axial

respecto a un eje e es un

movimiento que transforma cada punto P del plano en otro
P' de modo que la recta e es mediatriz del segmento de

extremos Py P".

y 4

(

Figuras con eje de simetria \

) -

et

)
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10.

Autoevaluacion TSy )
| AN

Dados los puntos A(-2,2) y B(3,-4), escribe las coordenadas
del vector AB

. Qué punto se obtiene al trasladar el punto P(-1,4) mediante

el vector v =(4,-1)

Halla las coordenadas del vector de la traslacion que
transforma el triangulo azul en el naranja.

El punto B(4,2) es el resultado de trasladar el punto A(-4,6)

mediante una traslacion de vector v. ;Qué distancia hay
entre Ay B?.

. ¢Qué punto resulta al girar P(4,1) alrededor del origen de

coordenadas, un angulo de 90° en sentido contrario a las
agujas del reloj?

. ¢Cual es el centro de la simetria que transforma el punto

P(4,-2) en el P’(-2,0)?.

. La figura de la izquierda tiene centro de simetria, ¢Cual es el

menor angulo que ha de girar para quedar invariante?

. ¢Cuales son las coordenadas del punto simétrico del P(4,-2)

en la simetria de eje la bisectriz del primer cuadrante?

. ¢Cuantos ejes de simetria tiene la figura de la izquierda?

Al aplicar al punto P primero una simetria de eje el y luego
una simetria de eje e2, resulta el punto P”. ;Cual es el
angulo del giro que transforma directamente P en P”
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Soluciones de los ejercicios para practicar

1. (6,-4), médulo=+/52 = 7,4 10. Centro (-1,0) 222

2. A(-2,-4) B(-4,-3) C(-3,-6) A
i =¥ S

3. v=(5,-6)

4" N Bic22) Sl iy q

5. A'(-2,3) B'(-4,4) C'(-1,5) 11. A(L5)

6. Por el T. de Pitagoras el lado del B'(-3,1) SR E SR
cuadrado mide /8 =2,82 L) ' ) )
Vértices: (0,82, 2,82) (-2, 2,82) e
(-2, 0) (0,82, 0)

7. a) A'(2,-2) B'(4,-1) C'(4,-3) D'(3,-4)

b) A'(-2,2) B'(-4,1) C'(-4,3) D'(-3,4) 12. Equivale a un
giro de 90°

8. A'(-2,2) B'(-1,4) C'(-3,4) D'(-4,3) en sentido

9. A(1,-1) B'(2,0) C(3.-2) D'(2.-3) positivo.

Soluciones
AUTOEVALUACION
(5,-6)

P'(3,3)

(2.2

[V |=10

(-1,4)

(1,-1)

60°

No olvides enviar las actividades al tutor »

(_214)
5

S O N O R WONPRE

—

ane
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8 Cuerpos geométricos

Objetivos
Antes de empezar

En esta quincena aprenderas a: _
1.Poliedros regulares...................... pag. 124

e Distinguir las clases de Deflnlcu?lnes
cuerpos geométricos. Desarro os

Poliedros duales

e Construirlos a partir de su

desarrollo plano. 2.0tros poliedros...............occeeeeeeeee. Pag. 126
e Calcular sus areas y P_rlslmc_’:ls
volumenes. Piramides
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Antes de empezar

Recuerda

Un poliedro es un cuerpo cerrado limitado por
poligonos.

Cada uno de ellos recibe el nombre de cara. Los
lados de las caras son las aristas del poliedro y
los extremos de las aristas son los vértices del
poliedro.

En todo poliedro simple (sin huecos) se cumple la
relacién de Euler:

El ndmero de caras de un poliedro (C) es igual al
numero de aristas (A) menos el de vértices (V) C=6 V=8 A=12

mas 2. A-V+2=12—-8+2=6=C
C=A-V+2

Un cuerpo de revolucién es cualquier
figura geométrica construida al hacer girar
una figura plana alrededor de un eje
contenido en el mismo plano.

Eje de |[rotacidn
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1. Poliedros regulares

Definiciones

Diremos que un poliedro es
regular cuando se cumplen las
siguientes condiciones:

e Sus caras son poligonos
regulares iguales.

e En cada vértice concurren el
mismo numero de caras.

Sélo hay cinco poliedros
regulares (llamados también
Solidos Platénicos):

e Tetraedro: 4 caras
(tridngulos equilateros)

¢ Hexaedro o cubo: 6 caras
(cuadrados)

e Octaedro: 8 caras
(triangulos equilateros)

e Dodecaedro: 12 caras
(pentagonos regulares)

e lcosaedro: 20 caras
(triangulos equilateros)

Desarrollos

Se dice que un cuerpo
geométrico es desarrollable
cuando puede ser construido a
partir de wuna figura plana
formada por todas las caras del
cuerpo.

Todos los poliedros regulares son
desarrollables y en este apartado
te mostramos las figuras que
permiten su construccion.

Caracteristica...s Desarrollo

Tetraedro

>

b

Caras: 4 triangulos equildteros
Empaguetamiento de bolas Aristas: 6 Vértices: 4

en forma de tetraedro.
Hexaedro o Cubo

; Caras: b cuauragos
Cristales cibicos de pirita Aristas: 12 Vértices: 8

(Sulfuro de hierro FeS2)

i
. &

e
@

o L ~ Caras: Btria
Cristales octaédricos de fluorita  5iciae: 12 Vértices: 6

{Fluoruro de Calcio CaF2)

Dadecasdio

N " Caras: 12 pentagonos regulares
Instituto de la Construccion Aristas: 30 Vértices: 20

Eduardo Torroja (Madrid)

Caras: 20 triangulos equiliteros
Aristas: 30 Veértices: 12

Estructura icosaédrica
de un virus
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Poliedros duales

Se dice que dos poliedros son duales si el nimero de
vértices del primero coincide con el nimero de caras
del segundo y viceversa. Ademas ambos deben tener
el mismo numero de aristas.

Si dos poliedros son duales puede construirse uno a
partir del otro uniendo con segmentos los centros de
cada dos caras contiguas del primero.

En las imagenes se muestra que el cubo y el octaedro
son duales, el dodecaedro y el icosaedro también vy
que el tetraedro es dual consigo mismo.

Tetraedro: n° de vértices =4 =n°de caras.

N° de caras del cubo = 6 =n° de vértices del octaedro
N° de caras del octaedro =8 = n°de vértices del cubo

N° de aristas del cubo = 12 = n° de aristas del octaedro.

N° de caras del dodecaedro = 12 = n° de vértices del icosaedro
N° de caras del icosaedro = 20 = n° de vértices del dodecaedro

N° de aristas del dodecaedro = 30 = n® de aristas del icosaedro.
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2. Otros poliedros

Prismas

Un prisma es un poliedro con dos caras paralelas
formadas por poligonos iguales cuyos lados se unen
mediante paralelogramos. Las caras paralelas son las
bases y los paralelogramos son los lados.

e Si los lados son rectangulos es un prisma
recto, en caso contrario es un prisma

[ |

oblicuo.
e Si las bases son paralelogramos es un
paralelepipedo y si las bases y los lados son Prisma oblicuo

rectangulos es un ortoedro.
e Si las bases de un prisma recto son poligonos
regulares decimos que es un prisma regular.

N

Prisma oblicuo

Prisma regular pentagonal Paralelepipedo

Prisma recto

Prisma regular triangular
Ortoedro
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Desarrollos, areas y volimenes de prismas regulares

Los prismas son cuerpos desarrollables. En particular, los prismas regulares tienen

un

desarrollo muy sencillo, formado por tantos rectangulos iguales como lados tenga y dos
poligonos regulares que forman las bases. Esto facilita el calculo de sus areas y

volimenes.

1. Desarrollo y area de un prisma regular pentagonal:

PRISMA PENTAGONAL

ap = apotema del pentagono  p =perimetro=5-a

Areadelabase = AB = % = 5-a2i

Area de un lado = a-H

Area lateral= AL =5-a-H

Areatotal = 2-AB + AL = h-a-ap + H-a-H=5-a-(ap+H)

a = arista de las bases = base de los rectangulos laterales
H = altura del prisma = altura de los rectangulos laterales

2. Volumen de un prisma pentagonal regular:

Ohbserva el prisma de la izquierda.

Podemos considerar gue esta formado por una serie apilada
de prismas del mismo tipo cuya altura es la unidad.

El volumen de cada uno de estos peguefios prismas es igual
al area de la base, &, luego el volumen del prisma grande sera:

V= AH
siendo H la altura del prisma.

PRISMA PENTAGONAL

v=P® o B2
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Piramides

Una piramide es un poliedro con una cara formada
por un poligono cualquiera sobre cuyos lados se
levantan triangulos que se unen en un punto comun.
El poligono es la base de la piramide, los triangulos
son los lados y el punto comun es el vértice.

Si el vértice se proyecta verticalmente sobre el centro
de la base es una piramide recta, en caso contrario
es una piramide oblicua.

Si la base de una piramide recta es un poligono
regular decimos que es una piramide regular. En
ese caso los lados son tridngulos is6sceles y todos
iguales. El tetraedro es un caso particular de
pirdmide.

Una pirdmide truncada, o
tronco de piramide, se
obtiene cortando su vértice
con un plano paralelo a la base.

El poliedro resultante tiene
dos hases semejantes y
paralelas, pero de distinto
tamario.

La altura del tronco de piramide
es la diferencia entre la altura
de la piramide inicial v 1a de la
piramide que hemos quitado.

La altura es la distancia del
vértice al plano gue contiene
a la hase.

Si la piramide es recta la
altura une el vértice con
el centro de la hase.

Piramide octogonal recta

La altura es la distancia del
vértice al plano gque contiene
ala hase.

Piramide pentagonal oblicua

Desarrollos, areas y volumenes de piramides regulares

Las piramides son cuerpos desarrollables. En particular, las piramides regulares tienen un
desarrollo muy sencillo, formado por tantos triangulos isosceles iguales como lados tenga
y un poligonos regular que forma la base. Al igual que en los prismas esto facilita el

calculo de sus areas y volumenes.

3. Desarrollo de una piramide regular pentagonal:

a = arista de la hase

AP = apotema de la piramide = altura de cada lado
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4. Area de una pirdmide regular pentagonal:

a = arista de la hase

Area de la base = AB = p';" _5 Z‘ﬂp
Area de un lado = a';"P AREA TOTAL = AB+AL = 5'32'3P +5. ﬂ';’iP _ 5;’ (ap+ AP
a- AP

Arealateral=AL = 5-

2

5. Volumen de una piramide regular pentagonal:

El volumen de cualguier piramide es siempre igual a la
tercera parte del volumen de un prisma gue tenga la misma
hase y la misma altura, es decir,

1

V=3 AB-H

siendo, AB el area de la base y H la altura de la piramide

PIRAMIDE PENTAGONAL

p-ap _ %-a-ap
2 2

Area de la hase =

1 b&-a-ap H= 5-a-ap H

Yolumen = =B 3 5

AP = apotemna de la piramide = altura de cada lado
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Poliedros semirregulares

Un poliedro semirregular es un poliedro cuyas
caras son poligonos regulares de dos o mas tipos, de
forma que en cada vértice concurren los mismos
poligonos (en nimero y en tipo).

Se pueden obtener con cierta facilidad poliedros
semirregulares a partir de los poliedros regulares
mediante la técnica del truncamiento.

Truncar un poliedro consiste en suprimir uno de sus
vértices mediante la aplicaciéon de un corte plano.

Tetraedro truncado
Foliedro semirregular con 4 hexagonos regulares yw 4 triangulos
equil dteras. En cada vértice corfluyen 2 hexagonas v 1 tridngula.

Tetraedro truncado

Qctzedro regular.

Cubo truncado
Poliedra semirregular con 2 tridngulos equildteros w 6 octdgonos
regulares. En cada vérice corfluyen 2 octdgonos v 1 tridngulo.

Cubo truncado
Cuboctaedro. Formada por 6 cuadrados y & tridngulos equildteros.
En cada wvértice confluyen 2 cuadrados y 2 triangulos.

Octaedro truncado
Foliedro sermirregular con
2 hexagonos regulares ¥ &

cuadrados. En cada wértice confluyen wagonos y 1 cuadrado.

Octaedro truncado
Cuboctasdro, Formado por
E cuadrados ¥ S tridngulos

equildteros. En cada vértice corfluyen M¢uadrados v 2 tridngulos.

Dodecaedro truncado
Paliedro semirregular con
12 decagonos regulares v 20

triangulos equildteros. En cada vértice confluyen 2 decdgonos y 1 tridngulo

Dodecaedro truncado
Poliedro semirregular con
12 pertdgonos v 20 tridngulo:
equiliteros. En cada vértice confluyen 2 pertagonos y 2 tridngulos.

Icosaedro truncado
Poliedro semirregular san
12 pentdgenos regulares v 20

hexdganos regulares. En cada vértic yen 2 hesdgonos y 1 pertagona.
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6. Determinar la longitud de la arista de un tetraedro, de un octaedro o de un
icosaedro que hay que truncar a partir de un vértice para obtener un poliedro

semirregular.

3 arisia - 2x

El triangulo adjunto representa una
cara de un tetraedro, octaedro o
icosaedro regular.

Moviendo el punto rojo se simula el
truncamiento de los vértices.

La figura resultante es un hexagono,
fgue dehe ser regular para que el poliedro
que buscamos sea semirregular.

Esto se consigue cuando
X = arista - 2%
0 sed, cuando
arista = 3=

Luego el corte debhe producirse
a una distancia del vértice de un
tercio del total de la arista.

7. Determinar la longitud de la arista de un cubo que hay que truncar a partir de un
vértice para obtener un poliedro semirregular.

X arista - 2X

El cuadrado adjunto representa una
cara de un cubo.

Moviendo el punto rojo se simula el
truncamiento de los vértices.

Al truncar ohservamos que la figura
resultante es un octdgono, gue

debe ser regular para que el poliedro
gue huscamos sea semirregular.

Esto se consigue cuando

%~/ 2 = arista - 2%
0 sea, cuando
arista

2+.f2

8. Analiza la dualidad de poliedros regulares cuando se truncan por la mitad de la

arista.

El cubo y el octaedro son duales.
En amhos casos se obtiene un
CUBOCTAEDRO
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El dodecaedro v el icosaedro son duales.
En amhos casos se obtiene un
ICOSIDODECAEDRO
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3. Cuerpos de revolucion

Cilindros

Un cilindro es un cuerpo generado por un segmento
(generatriz) al girar alrededor de una recta paralela
al mismo (eje). El cilindro es un cuerpo desarrollable.

Un cilindro tiene 3 caras: dos de ellas son circulos
paralelos e iguales (bases) y la otra es una cara
curva (cara lateral) que desarrollada se transforma
en un rectangulo.

El radio del cilindro
Eie es el radio de
cualquiera de sus

Elementos del cilindro

Radio Base superior

/ﬁ) bases y la altura del
cilindro es la longitud
Cetclal de la generatriz.
Altﬂra Cara lateral

La cara lateral
desarrollada es un
rectangulo cuya base
es la longitud de la

Qinmriur
circunferencia que

rodea la base y cuya altura es la generatriz.

Conos

Un cono es un cuerpo generado por un segmento
(generatriz) al girar alrededor de una recta sobre la
que se apoya uno de sus extremos (eje). El cono es
un cuerpo desarrollable.

Un cono tiene 2 caras: un
circulo (base) y una cara
curva (cara lateral) que
desarrollada se
transforma en un sector
circular.

Eje Elemertos del cona

Generatriz
Altura
Cara lateral

El punto de apoyo de la
generatriz sobre el eje es
el vértice del cono. El
radio del cono es el radio
de su base y la altura del
cono es la distancia del
vértice al centro de la base.

Rad ase

La cara lateral desarrollada es un sector circular cuyo
radio es la generatriz y cuya amplitud es la longitud
de la circunferencia de la base.

132 m MATEMATICAS 3° ESO

Area de la hase = 4B = TT- 1
firea lateral = AL = B-h = 2-TT-r-h
freatotal = 288 + AL =TT- P +2-17-r-h

Conos

El drea lateral es el drea de
un sector circular de radio

gy amplitud B = 2.1, luego
el angulo central del sector

2m

esq= Tr,purluque

AL = ;—-2-u=1'r-g-r

Al igual que el del prisma, el
volumen de un cilindro es igual
al area de la base por la altura:

Como en este caso la base es
un circulo, tenemos:
V=mr-h
Desarrallo del cono
q h

h=-¢°-r
B = 2171
Al igual que las piramides el
wvolumen de un cono es la
tercera parte del volumen

del cilindro que tenga la misma
hase y la misma altura:

=1.aB
V= 5-AB-h

Como la base es un circulo

dreadelabase - AB = 11-1° tenemos:

Areatotal =

=1
AB+AL =T1-F + m-g-r V= ?'ﬂ'l’z'h
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Efe

Castuete esférico:

Cadauna de las
regiones en gue
gqueda dividida
una esfera al
ser cattada
poar un plana.

Zona esférica:
regian de la

esfera limitada
par dos planos

paralelos gue la corta

Esferas

Una esfera es un cuerpo generado por un circulo al
girar alrededor de cualquiera de sus diametros.

El radio de una esfera es el mismo que el radio del
circulo que la engendra y coincide con la distancia del
centro de la esfera a cualquiera de los puntos de su
superficie. Esta propiedad caracteriza a la esfera: la
esfera es el conjunto de puntos del espacio que
equidistan de un punto fijo, llamado centro.

Las esferas no son desarrollables. Por ese motivo
la elaboracién de mapas es un problema importante.
Analizaremos este problema con mas detalle en el
altimo capitulo.

e Area de la esfera

El area de una esfera de radio r
es igual al a&rea lateral del
cilindro que la circunscribe.

Como el radio de ese cilindro
también es r y su altura 2r, el
area de la esfera es:

A=2.n-r-2r=4.¢-r?
Ademas el area de un casquete
esférico o de una zona esférica
también es igual al area lateral
del cilindro que la contiene.

Area del casquete=2-n-r-h1

Area de la zona=2-n-r-h2

e Volumen de la esfera

a
VE:§‘TT'|'3

El volumen del cilindro circunscrito es:
Veoi=n-r?-2r = 2-q-r3

Por tanto el volumen de la esfera equivale a los dos tercios
del volumen del cilindro circunscrito.
Como el volumen de un cono del mismo radio y altura es la
tercera parte del volumen del cilindro:

Ve + Vco = Ve
La misma relaciéon vale para el volumen de una zona
esférica:

El volumen de una zona esférica es igual al volumen del
cilindro que la rodea menos el volumen del tronco de cono
que queda en su interior.

VZE=n-r2-h2 - VTCO
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Circulos en la esfera

Cuando un plano corta a una esfera la interseccién de ambas figuras produce siempre un
circulo. Si ese circulo contiene al centro de la esfera se dice que es un CIRCULO MAXIMO.

Las circunferencias que limitan a los circulos maximos tienen la propiedad de que son
caminos mas cortos entre dos puntos cualesquiera de la superficie de la esfera.

CIRCULO CiRCULD

CIRCULO MAXIMO
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En la imagen puedes ver una
reperesentacion del conjunto de satélites
que utiliza el Sistema de Posicionamiento
Global (GPS) para localizar con precision
personas, objetos vehiculos.

La pareja de numeros (longitud,
latitud) forman lo que se llama
coordenadas geograficas de un
lugar.

Estas coordenadas determinan
de forma precisa la posicion
sobre la Tierra de un poblacion,
un barco, un aviodn, un coche e
incluso un teléfono movil.

Polo norte

=

Polo sur

LONGITUD: 30° O
LATITUD: 45° N

4. La esfera terrestre

Coordenadas geograficas

La Tierra tiene una forma casi esférica. Gira sobre una
linea llamada eje. Los puntos en los que el eje corta a
la superficie de la Tierra son los polos geograficos.

Los planos que contienen al eje cortan a la Tierra en
circulos maximos cuyos bordes son circunferencias
Ilamadas meridianos.

El plano perpendicular al eje que pasa por el centro
de la Tierra la corta en un circulo maximo cuyo borde
es el Ecuador. Los planos paralelos al plano del
Ecuador cortan a la Tierra en circulos que ya no son
maximos. Sus bordes son los paralelos.

e Longitud y latitud

Porcada punto de |2 Tierra pasa un meridianoy salo uno. Su distancis
angular con respecto a un meridiano de referencia (Meridiano 0 o de
Greemaich) se denomina longitud. viene medida en grados y hay gque
indicar si es Este (*E) u Ceste (™00, La longitud varia entre 0%y 180°
Como ejemplo, Walladalid tiene una longitud de %0,

Longitud :l: a0 |

Porcada punto de la Tierra pasa un paraleloy salo uno. Su distancia
angular con respecto al Ecuadar se denamina latitud. Viene medida en
grados y hay gque indicar si es Marte o Sur.

La latitud minima se alcanza en cualguier punto del Ecuador v es de 0
La latitud rmaxima se alcanza en los polos 90°M v 80°S.

Camoao ejemplo, Valladalid tiene una latitud de 4170

Paralelo

41°N

ECUARDOR
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9. Aunque ahora se usa una definicion mas precisa, el metro es, aproximadamente, la
diezmillonésima parte del cuadrante de un meridiano cualquiera. Esto significa que
todos los circulos maximos sobre la Tierra miden, aproximadamente, 40.000.000
de metros (en particular, todos los meridianos y el Ecuador). A partir de este dato
calcula la longitud del radio de la Tierra, su superficie y su volumen.

SOLUCION:
40.000.000 m = 40.000 km. Como la longitud de una circunferencia es 2mr, tenemos gque

_ 40000

= = 6366 Km
2m

El drea de su superficie {usando la formula del drea de una esfera) es:

A=4.-1r = 4-3,14-6366° = 509.000.000 km®

¥ su volumen es:

3
V= 4omer s 4314898 = 1,08.10™ km® = un billén de km’

10. Salvo el Ecuador, los paralelos no son circulos maximos y calcular su longitud
requiere el uso de unas herramientas que no veras hasta el curso que viene. Sin
embargo, en algunos casos concretos y con ayuda de nuestro viejo amigo, el
Teorema de Pitagoras, podemos hacerlo. Calcula la longitud del paralelo de 45°N.

SOLUCION: R = radio de la Tierra = 6366 km

La horizontal superior representa el diametro del paralelo 45°N

El complementario de 45° es 45° luego el triangulo rectangulo de

r Ia figura tiene los dos catetos iguales y uno de ellos es el radio
R del paralelo 45"
15"
2 R 6366
P+r’=R%, = r= = = 4501 km

Z iz

La longitud del paralelo 45° es pues:

long = 2-11-r = 2-3,14-4501 = 28281 kKm

"
Paraleln E|45|
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Un huso esférico es la regidn de la
superficie de la esfera limitada por dos
circulos maximos.

En el caso de la Tierra llamamos HUSO
HORARIO a un huso esférico limitado
por dos meridianos.

Ampltuc) :|¢ 15

Husos horarios

Un dia es el tiempo que tarda la Tierra en girar sobre
si misma. Asi, en cualquier punto es mediodia
cuando el Sol pasa por el meridiano del lugar. Esto
hace que incluso localidades cercanas tengan horas
distintas.

Para evitar este problema se ha dividido la Tierra en
24 zonas que tienen la misma hora. Esas zonas se
establecen asi: Centrado en el meridiano 0° se forma
un huso esférico de 15° (360°:24h=159). En todos
los puntos de este huso serd mediodia cuando el Sol
pase por el meridiano 0°. A partir de él con giros de
150 se forman los otros 23 husos horarios. El Sol
tarda una hora en cruzar cada huso.

EJERCICIOS resueltos

11. Tenemos una esfera de 9 cm de radio. Calcula la superficie de un huso esférico
sobre esa esfera de 59° de amplitud.

SOLUCION:

La superficie de la esferaes A = 4.7 = 4-314- 9% = 101787 cm’

La superficie de un huso esférico de 1° de amplitud es L

360

A

2
Por tanto, la superficie de nuestro huso es de g5 - 59 =166,81 cm

12. La ciudad A tiene una longitud de 123°0 y la ciudad B de 23°E. Calcula la hora que
es en la ciudad B cuando en la ciudad A son las 10 horas.

SOLUCION:

Diddimos las longitudes por la amplitud de un huso horario (15. Si el resto es menor de 7° 30°
el cociente es la diferencia de husos horarios de cada ciudad con el meridiano 0°. 5i el resto es
mayor entonces hay gque sumar una unidad al cociente:

123°=15"- 8 + 3° luego la ciudad & esta 8 husos horarios al Oeste del merid. de Greehwich.

23"=15"- 1 + 8° luego la ciudad B esta 2 husos horarios al Este del merid. de Greenwich.

Por tanto, la diferencia horaria entre A v B es de 10 horas,

luego en B son las 20 horas.
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5. Mapas

Proyecciones de la esfera sobre un plano

Un mapa es una representacion de la esfera terrestre sobre un plano. TR TER o s e e il

. " - a =3
Comno sabemos que la esfera no es una supericie desarrallable EQ At ) .

.. - i k- Y r !
llegamos a la conclusion de gue los mapas no pueden sermas que g Ly (L E wh Sl -
representaciones aproximadas de la realidad y nunca exactas. A 2

En este apartado vamos a analizar algunas de las técnicas empleadas
para construir mapas. Tadas ellas cansisten en provectar los puntos de
la esfera sobre un plano ytodas ellas tienen ventajas e inconvenientes.

Weremos en cada caso cudles son estas ventajas e inconvenientes y
describiremos su construccidn.

Enla actualidad se suelen empleartécnicas mas complejas para
reducir en lo posible log inconvenientes. Estas técnicas suelen mezclar
warias de las descritas agui pero, a pesar de todo, no consiguen suprirnir
completamente |05 errores.

T
ARAUERL, LEVEHINS of e ANCTESXT WOBTT, wirk (b BOTERE %400
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Proyeccién de Mercator

Froveccidn cilindrica desde el centro de 13 Tierra, inventada por Gerardus Mercator en 1564,
Caracteristicas: Los meridianos se representan mediante rectas vericales separados por
distancias iguales. Los paralelos se representan mediante rectas horizontales mas separadas
a medida que nos alejamos del Ecuador.

Ventajas: Wantiene la forma real de los continentes y facilita el establecimiento de rumbos
constantes de navegacian.

Inconvenientes: Disminuye su precision & medida gue nos alejamos del Ecuadaor, 1o gue hace
gue la supericie de los paises de Europa y Ameérica del Morte parezea mucho mayor de (o gue
es en realidad.

60"

45°

Jor
15"
I]II
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Proyeccidon de Gall-Peters

Proyeccidn cilindrica desde el infinito.

Caracteristicas: Los meridianos se representan mediante rectas vetticales separados por

digtancias iguales. Los paralelos se representan mediante rectas horizontales mas juntas

amedida que nos alejamas del Ecuador.

Ventajas: Este tipo de proyveccidn consena las areas, es decir, la supetficie de los continentes tal comao
sewve en el mapa es la correcta de acuerdo a la escala del mapa.

Incormvenientes: & diferencia de la proveccion de Mercator, en este caso no se mantiene 1a farma
correcta de los continentes. Para mantener 1as dreas, 1as zonas cercanas al Ecuador se ven mas
estrechas vy largas de lo habitual v 1as zonas cercanas a los polos se ven mas anchas v achatadas.

L 2

Proyeccién Cénica

Proyeccidn sobre un cono tangente a la esfera a lo largo de un paralelo,

Caracteristicas: El mapa aparece en el desarrollo del cono. Los meridianos se representan
mediante generatrices del cono separados por distancias angulares iguales. Los paralelos se
representan mediante arcos de circunferencia perpendiculares a los meridianos.

Ventajas: Es muy adecuado para representar mapas zonales. Es muy preciso cerca del paralelo
de tangencia.

Incomvenientes: Al igual que en los casos anteriores las distorsiones aumentan al alejarnos del
paralelo de tangencia.
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Proyeccioén Azimutal

Proveccidn sobre un plano tangente 3 la esfera en uno de (oS polos.

Caracteristicas: El mapa es circualr. Los meridianos se representan como radios del circulo
separados por distancias angulares iguales. Los paralelos son circunferencias concéntricas mas
separados a medida gue nos alejamos del polo.

Ventajas: Es muyv adecuado para representar mapas polares. Es muy preciso cerca del polo.

Incomvenientes: Las distorsiones aumentan al alejarnos del polo.
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Calcula el area total del tetraedro truncado
sabiendo que su arista mide 12 cm.

Calcula el area total de un prisma recto
sabiendo que sus bases son rombos de
diagonales D=26cm y d=14cm y su altura
de h=26cm.

Calcula el area lateral de un tronco de
pirdmide cuadrangular regular sabiendo que
el lado de la base mayor es B=26cm. El
lado de la base menor es b=14cm vy la
arista lateral es a=13cm.

Calcula el area total del recipiente de la
figura izquierda sabiendo que el radio de la
base es r=7cm vy la altura es h=13cm.

éCuantos litros de pintura se necesitan para
pintar la pared exterior de un observatorio
astronémico (figura arriba derecha)
sabiendo que tiene un radio de 5m, que la
altura del cilindro es de 9m y que con cada
litro se pueden pintar 10 metros cuadrados?

Una bola de navidad de 3cm de radio se
quiere cubrir parcialmente con pan de oro
de forma que la franja cubierta tenga una
amplitud de 60° desde el centro de la bola.
Calcula la superficie de la bola que se
pintara.

10.

11.

Para practicar

Calcula el volumen del tetraedro regular de
la figura sabiendo que su arista AB=10cm.
(El triAngulo APB te ayudarda)

El cubo de la figura tiene 10 cm de arista.
Calcula el volumen del tetraedro de vértices
BCDG y comprueba que es la sexta parte
del volumen del cubo.

Calcula el volumen de los dos prismas en
que queda dividido el prisma regular
triangular de la figura al ser cortado por un
plano perpendicular a las bases que pasa
por los puntos medios de las aristas.
AD=20m y AC=15m.

Calcula el volumen de un tronco de
piramide cuadrangular sabiendo que Ila
arista de la base mayor es EF=20cm, la
arista de la base menor es AB=8cm vy la
altura del tronco es PQ=15cm.

'y

Calcula el volumen de la pieza de arriba
sabiendo que el didmetro de la
circunferencia exterior es de 10cm, el
didmetro de la circunferencia interior es de
5 cm y la altura es de 10 cm.

cidecd
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Cuerpos geometricos

12.

13.

14.

Las figuras representan un vaso cilindrico de
6cm de didametro y 8 cm de altura y una
copa con forma de tronco de cono con 7cm
de didmetro mayor, 5 cm de didmetro
menor y 8 cm de generatriz. éCual tiene
mas capacidad?

2y

Un recipiente clibico de 10 cm de arista esta
lleno de agua. Se introduce en él con
cuidado una bola de cristal de 5 cm de radio
y luego se saca con cuidado. Calcula el
volumen del agua que se ha derramado y la
altura a la que queda el agua cuando se
saca la bola.

Calcula la distancia entre dos puntos de la
Tierra, A y B, situados en el mismo
meridiano, si la latitud de A es de 3805’ Sy
la de B es de 7° 28’ N.

15. El punto A se encuentra en el meridiano 7°E

y el punto B en el meridiano 94°0. Si en A
son las 23 horas, équé hora es en B?

16. Los puntos A y B se encuentran sobre el

paralelo 45°N y sus longitudes se
diferencian en 180°. Un avidn tiene que ir
desde A hasta B ¢{qué ruta es mas corta:
siguiendo el paralelo o siguiendo el
meridiano por el Polo Norte?
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Otros tipos de mapa

Como hemos visto hay diferentes tipos de
mapas basados en proyecciones distintas de la
esfera sobre diferentes tipos de superficie.
Aqui te mostramos algunos otros tipos:

Para saber mas h?

La medida de la Tierra

El tamafio aproximado
de nuestro planeta se
conoce desde antiguo.

En el siglo III a C.
Eratdstenes calculo el
radio de la Tierra con
una precision  muy
buena.

Sabia que las ciudades egipcias de Siena y
Alejandria estaban en el mismo meridiano
y que el dia del solsticio de verano la luz
del Sol llegaba al fondo de un pozo en
Siena y, el mismo dia, en Alejandria los
obeliscos proyectaban sombra con un
angulo de 7°.

En el dibujo puedes ver
que el angulo de |la
sombra coincide con la
diferencia de latitud
entre las dos ciudades.

Eratostenes contratd a
un hombre para que
midiera la distancia entre
ambas ciudades que resulté ser de unos
800 km.

Si 7° de meridiano tienen una longitud de
800 km, el meridiano entero de 360°
medird 800/7-360 = 41143 km, de donde
el radio de la Tierra seria:

R = 41143/(2n) = 6548 km.

iUna excelente aproximacion para la época! El radio
medio real es de unos 6400 km.

720,

Geodésicas y loxodromas.

Una geodésica es una linea que une dos puntos de una superficie por el
camino mas corto. Sobre la Tierra las geodésicas son los circulos
maximos. Una loxodroma es una trayectoria sobre la Tierra que corta a
todos los meridianos con un angulo constante. Son muy usadas en la
navegacién aérea y maritima. En la imagen puedes ver una loxodroma de

MATEMATICAS 3°Eso W 143



i , Recuerda
=¥ o mas importante

Poliedros

Requlares: sus caras son poligonos regulares
iguales y en cada vértice concurre el mismo n° de
caras.

Semirrequlares: las caras son poligonos regulares
de tipos diferentes y con el mismo n© y tipo de caras
en cada vértice.

Prismas: las bases son poligonos regulares iguales y
los lados son paralelogramos.

Piramides: la base es un poligono regular y los lados
son tridngulos concurrentes en un vértice comun.
Todos son desarrollables.

Cuerpos de revolucion

Cilindro: generado por un rectangulo al girar sobre
uno de sus lados.

Cono: generado por un tridngulo rectangulo al girar
sobre uno de sus catetos.

El cilindro y el cono son desarrollables.

Esfera: generada por una circunferencia al girar
sobre uno de sus diametros.

La esfera no es desarrollable.

Areas y volumenes

A.lat. A. total Volumen
Prismas p-h B+p-h B-h
Piramides (p-a)/2 B+(pa)/2 (B-h)/3

Cilindros = 2nrh 2nr’+2nrh nr*h
Conos ngr nr’+ngr (nr2h)/3
Esferas 4nR?* [ (4nR3%)/3

perimetro de la base,

= area de la base,

= altura, a = apotema (piramide),

r = radio de la base (conos y cilindros),

R = radio (esfera), g = generatriz (cono)

O WO

Poliedros:

El area de un poliedro es siempre igual a la suma de
las areas de los poligonos que forman sus caras. El
volumen se calcula descomponiendo el poliedro en
prismas y/o piramides y sumando sus volumenes.
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La esfera terrestre

Meridianos: circulos maximos

que pasan por los polos. Se
numeran de 0° a 180° Este y
Oeste a partir del Meridiano de
Greenwich. El meridiano de un
lugar es su longitud.
Paralelos: circulos
perpendiculares al eje de la
Tierra. Se numeran de 0° a 90°
Norte y Sur a partir del Ecuador.
El paralelo de un lugar es su
latitud.

Husos horarios: la Tiera se
divide en 24 husos geograficos
de 159 de amplitud con una hora
de diferencia entre ellos.

Huso 30PE: 14h

Huso 3000: 10h

Hora en Greenwich: 12 .h {huso horario 7)
I\/Iapas

Un mapa es una representacién
de la esfera terrestre sobre un
plano, obtenida mediante alguna
forma de proyeccidon. Las mas
habituales son las siguientes:

Pray. cilind. central Proy. cilind. iffinito

& a

Proy. =zimiotal | -

Proy. conica
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a) Mapa de Mercator
1] Loz paralelos son circulos ylos meridianos radios. 10

b) Mapa de Gall-Peters
2] Los meridiznos w paralelos son rectas perpendiculares ylos
paralelos estin mis separados cuarts més lejos del Ecusdor.

o] Mapa azinutal
3] Los paralelos son arcos de circurferencia v los meridianos
=zon rectss conwergentes.

d) Mapa cdnico

4] Los meridiznos ¥ paralelos son rectas perpendiculares ylos
paralelos estan mas juntos cuanto m3s |ejos del Ecuador,

cidecd

10.

Autoevaluacion | R4

Indica qué poliedro se obtiene al truncar las aristas de
un dodecaedro por la mitad e indica el nimero de caras
aristas y vértices que tiene.

Los catetos de un triangulo rectangulo miden 12 cm y 16
cm. Averigua qué cono tiene mayor area total: el que se
obtiene haciendo girar el triangulo alrededor del primer
cateto o el que se obtiene al girar sobre el segundo.

Calcula el area total del poliedro semirregular de la
imagen sabiendo que su arista es a. (Expresa el resultado
en funcién de a)

Calcula el area del tridngulo de la figura sabiendo que la
arista del cubo es a. (Expresa el resultado en funcién de a)

La “zona tropical” de la Tierra estda situada,
aproximadamente, entre los paralelos 30° N y 300 S.
¢Qué porcentaje de la superficie de la Tierra esta situada
en la zona tropical?

Una piramide de base cuadrada se corta con un plano
paralelo a la base por la mitad de la altura de la
piramide, obteniendo una pirdmide mas pequefia y un
tronco de piramide ¢Cudntas veces es mas grande el
volumen del tronco con respecto al volumen de la
piramide pequena?

Se corta una semiesfera de radio R con un plano paralelo
a la base de la semiesfera, a una altura de 2/3 del radio.
Halla el volumen de la mayor de las dos zonas en que
queda dividida. (Expresa el resultado en funcién de R)

Una milla nautica es la distancia entre dos puntos
situados sobre el Ecuador con una diferencia de
longitudes de 1’ éA cuantos km equivale una milla
nautica si el radio de la Tierra es de 6366 km?

Boston esta en el meridiano 71° O y Frankfurt en el
meridiano 92 E. Un avién sale de Frankfurt a las 23
horas y tarda 8 horas en llegar a Boston. {Qué hora es
en Boston cuando llega?

Asocia los distintos

caracteristicas.

tipos de mapa con sus

145
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Soluciones de los ejercicios para practicar

1745,9 cm?
1899,54 cm?
922,6 cm?
1050,4 cm?
43,98 litros
56,54 cm?
117,85 cm?
500/3 cm?

oS 9 U F 0 b &

3120 cm?.
. 589,04 cm?

RoR R
N P O

practicamente la misma capacidad.

El pequefio 162,37 m3 y el grande 487,13 cm®.

. La copa tiene un volumen de 226,49 cm?® y el vaso de 226,19 cm®. Tienen

13. Se han derramado 523, 59 cm® de agua. La altura final del agua es de 4,76 cm

14. 5061 km.
15. En B son las 17 horas.

16. Por el meridiano son 10.000 km v por el paralelo son 14.172 km.

Soluciones AUTOEVALUACION

1. Es un icosidodecaedro con 32 caras, 60
aristas y 30 vértices.

2. El que gira sobre el primero: 576x cm?
frente a 384n cm?.

3. 6a%+3a%/3
a3
2
5. 50%

6. El tronco es 7 veces mayor que la piramide
pequena.

467R°
81
8. 1,85 km
9. Esla 1 de la madrugada del dia siguiente.

10. a2, b4, c1, d3

No olvides enviar las actividades al tutor »

146

MATEMATICAS 3° ESO

cidecd



9 Funciones y graficas

Objetivos
Antes de empezar

En esta quincena aprenderas a:
1.Relaciones funcionales ................ pag. 152
* Reconocer si una relacion Concepto y tabla de valores

entrt_—:"dos variables es una Grafica de una funcién

funcion o no. Imagen y anti-imagen
e Distinguir la variable Expresion algebraica

independiente y la Relaciones no funcionales

dependiente.
2.Caracteristicas de una funcién....... pag. 157

e Expresar una funcion o i
Dominio y recorrido

utilizando una tabla de

valores, una grafica o una Continuidad _
formula. Puntos de corte con los ejes

Crecimiento y decrecimiento
Maximos y minimos
Periodicidad

e Determinar el dominio y el
recorrido de una funcion.

e Interpretar algunas
caracteristicas de la grafica de Ejercicios para practicar
una funcién: el crecimiento y
decrecimiento, los extremos Para saber mas
relativos, la periodicidad...

e Representar y analizar graficas | Resumen
de funciones extraidas de
distintas situaciones Autoevaluacion
cotidianas.

Actividades para enviar al tutor
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ORBITANDO LA TIERRA

Dos satélites artificiales giran alrededor
de la Tierra describiendo Oorbitas de
12000 y 20000 km de radio.

¢Como varia la distancia en linea recta
entre estos satélites, a medida que pasa
el tiempo?

450 'I
@ =
-\x___ il
=y
L
0
90° 'I :
&2 '
. 0
'!"_'H ( e

Investiga

El periodo de revolucidon de un satélite es una funcién del radio de la orbita (si
ésta es circular). Es decir, si se conoce el radio de la érbita se sabra lo que

tarda el satélite en dar una vuelta.
Busca el enunciado de la tercera ley de Kepler para saber de qué tipo de

funcioén se trata.
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1. Relaciones funcionales

Concepto y tabla de valores

Una funcion es una relacion de causa-efecto entre dos
cantidades matematicas: a iguales causas, iguales
efectos.

La causa se denomina variable independiente y se
denota con la letra x. El efecto es la variable
dependiente, que se indica con la letra y.

Frecuentemente, en lugar de la letra y se utiliza la
expresion f(x) (o g(x), ...) para dar a entender que y
efectivamente depende del valor de Xx.

v" EJEMPLO: EIl area de un poligono regular es funcién de
la medida del lado.

Variable independiente: x=longitud del lado
Variable dependiente: y= area del poligono

Grafica de una funcién

Para obtener la grafica de una funcién a partir de la
tabla de valores primero se dibujan unos ejes de
coordenadas, representandose los valores de la
variable independiente (x) en el eje horizontal
(abscisas) y los de la variable dependiente (y) en el
vertical (ordenadas).

Cada pareja de valores de las variables dependiente e
independiente se representa mediante un punto (X,y)
en el sistema de coordenadas.

Los puntos dibujados se uniran si la variable
independiente puede tomar cualquier valor real en el
rango estudiado: la linea (recta o curva) que resulta
es la grafica de la funcion.

y

dist. 3l puente (km) X | 10 17 24 29
long. tuberias [km) y 5?,5 59,1 53,2 51,4 52,? 57,2

@Lado= 35

y=f(x)

Area= 116

@ Lado = 6,7

Area = 265

©Lado = 10,1

langitud del lade: | X 10,3 3,9 [ 2,2
¥ 275 | 39 219

area del poligono:

CAPTACION DE AGUAS

Se proyecta la construccion de una
estacion para captar el agua de un rio y
distribuirla a tres poblaciones cercanas
mediante tuberias.

Se muestra la longitud de las tres
tuberias que unen la estacién captadora,
C, con las tres ciudades P, Q y R.

P

Q

longitud total de las tuberias: S9km

La longitud total de las tuberias (x) es
funcion de la distancia de la estacion
captadora al puente (y).

Asi cuando la distancia al puente es de
17 km, la longitud total de las tuberias
es 59 km.
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BALA DE CANON

Un cafién situado en un punto elevado
dispara balas con una velocidad inicial
que forma un cierto angulo con la
horizontal

C

El alcance de la bala es funcion del
angulo que forma el cafién con la
horizontal.

735152
ﬁ 152 es la imagen de 73
= 73 es una antiimagen de 152

152 m

COLONIZACION DEL OESTE

Un colonizador del oeste americano
dispone de 30 hm de valla. Se le dice
que recibirda la propiedad del terreno
rectangular que logre delimitar con esos
30 hm, teniendo en cuenta que uno de
los lados del rectangulo no necesita
valla, ya que el terreno lindara con el rio.

Tomamos la altura a como la variable
independiente, el area del rectangulo es
la variable dependiente.

Supongamos que a= 5 hm

Entonces como se emplean 10 hm de
valla de los 30 disponibles quedan 20:

b=30-2-5=20 hm
El area del rectangulo es:
a-b=5-20=100 hm?
f(5)=100

Imagen y antiimagen

Si un punto (X,y) pertenece a la grafica de la funciéon
entonces se dice que y es la imagen de X y que X es
la antiimagen de y.

Es facil hallar imagenes y antiimagenes viendo la
grafica de la relacion funcional. Asi se puede
reproducir la tabla de valores a partir de la grafica de
la funcion.

alcance (m)

300 -
240 -
-
200
152 155
100+
50
0 10 2 30 40 0 80 70T 80 dngulo)

Cada valor de x s6lo puede tener una imagen, aunque
puede ser antiimagen de mas de un valor de y.

Expresion algebraica

Se trata de una férmula que permite obtener el valor
de y cuando se sabe el valor de x realizando
operaciones algebraicas. Es, por lo tanto, una manera
de obtener imagenes de valores de la variable
independiente sin tener que recurrir a la grafica de la
funcion.

Es sencillo obtener la tabla de valores de una funcién
a partir de su expresion algebraica o analitica: no
hay mas que ir dando valores a x y calcularse los
valores de y correspondientes. Asi los tres elementos
de una relacion funcional (tabla de valores, grafica y
expresion algebraica) estan interconectados.

Cuando se conoce la expresion algebraica de una
funcion también se pueden obtener analiticamente las
antiimagenes de un valor de y resolviendo una
ecuacion.

Fara encontrar |2 expresion algebraica (fdrmula) de la funcidn hay gue
sustituir los valares concretos de lavariable independiente por x en el
calculo del area del rectangulo;

=580 F=x

b=30—2-50 b=30—2-x

2
fix=x{30—2x)=30x —2x

fi5,0)=35,0-(30—2 50

cidecd
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Observa que:
Una vez se conoce la expresion algebraica de una funcion se pueden

calcular facilmente imagenes: simplemente hay que sustituir la x por
el valor dado v realizar la operacidn,

Por ejemplo, laimagende x = 9 es:

2
y=1f9)=309-—29 =270-—2-81 = 108

Para calcu!arantiimégenes se sustituye la ¥ por el valor dado y se
aisla la x resolviendo una ecuacion. Por ejemplo, las antimagenes
de y = 88 son:

lili=30x—2)<2 - 2x2—30x+38=0
_30+voon—704 _ 30%14 _ 11
- 4 . 4 T T~
Hay dos antiimagenes de y = 88. 2
Por lo tanto hay dos maneras de conseguir un recinto de 88 hm

Relaciones que no son funcionales

En una relacién funcional un valor de x sélo debe
tener, como maximo, una imagen. No puede ser que
una causa dé dos efectos diferentes.

En cambio, un mismo efecto puede proceder de
diversas causas: un valor de y puede tener mas de
una antiimagen, o no tener ninguna.

Las relaciones estadisticas son situaciones en las
que, aunque no se puede predecir exactamente cudl
sera la imagen de un valor de x (no son, por lo tanto,
relaciones funcionales), si que se puede dar una
estimacion de este valor.

kg
90

A un valor de la altura (x) puede corresponderle

2
108 hm a=9hhm

88 hm- |#=11hm

88 hm @

PESO Y ALTURA

El peso de una persona,
¢ces funcion de su altura?

/

Se pregunta la altura (x) y el peso (y) a
los individuos de una poblacion, y se
representan graficamente.

| mas de un valor para el peso (y). 180 185 170 175 1 0 185 2 ,
85 3 * NO es una funcion. « No es una relacion funcional, dada la
] 5 altura de una persona no se puede
30 . o predecir su altura exactamente. Hay una
- ] : relacion estadistica, dada una altura
754 . determinada se puede esperar que el
o ] ° . ° peso estara en un cierto intervalo.
B9 Fii} T .. B854 ; .
67 —3 ] -
r-,.—j . ® g oL
] 7 ¢
60 4 L] 5 L] / L]
] L] . O. . .
55 7 -
552 :
” e .
4 55 . -
4’ l L | LI T T {2 T T T T T T" : » 2y
160 165 170 175 180 185 190 19 200 205 cm 60 £ i . o
175 - .
7 BT T
1 11 18 |
=
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EJERCICIOS resueltos

6. Las rebajas: si en un producto nos ofrecen un descuento del 10% pagaremos el
90% del precio original. Entonces, el precio rebajado (PR) es funcion del precio
inicial (P1) a través de la expresion PR = f(Pl) = 0,9-PIl. Construye una tabla de
valores para esta funcion (por ejemplo con cuatro valores) y dibuja la grafica
correspondiente

Elegimos cuatro valores arbitrarios para el precio inicial, los sustituimos en la expresion
anterior y obtenemos la tabla:

Pl 11 32 56 71
PR 9,9 28,8 50,4 63,9

FR=10 €

Pl=10 £

7. Con ayuda de la gréafica adjunta calcula las imagenes y antiimagenes pedidas.

a) Laimagen de -3,
la antiimagen de 3.

La imagen de -3 es 4
f(-3)=4

La antiimagen de 3 es -1,5
f(-1,5)=3

-10 P840 10

b) La imagen de -3,
la antiimagen de 8 y de -4

La imagen de -3 es -1,1
f(-3)=4

En este caso 8 tiene dos

antiiméagenes 4,7 y -14,7

f(4,7)=8 f(-14,7)=8
En cambio -4 no tiene ninguna

L antiimagen, ningun valor de x
permite a la funcién alcanzar el
valor -4.
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EJERCICIOS resueltos

8. Escribe en funcion de x el area de la parte coloreada de la figura

16

21

El area del rectangulo completo es Base x Altura, o sea 2116 = 336

El drea del triangulo blanco es w 0 Sea; %
Entonces, el area de la zona sombreada ez A{x)= 336 - %

9. Indica de forma razonada si las respuestas a las siguientes preguntas es afirmativa
0 negativa.
a) ¢El coste de la factura del agua es funcién del volumen consumido?
Si, porque consumos iguales producen costes iguales.
b) ¢El nimero de accidentes de tréafico es funcién del niUmero de vehiculos que

circulan?
No, no se puede saber a priori cuantos accidentes se producen con un numero

determinado de coches circulando.

c) A presién constante, ¢el volumen de un gas es funcién de su temperatura?.
Si, segun la Fisica en las mismas condiciones de presiéon a iguales temperaturas los
volumenes son iguales.

10. ¢La grafica de la imagen corresponde a una funciéon?

SOLUCION: No, porque a un valor de x pueden corresponder dos valores de y.

156 m MATEMATICAS 3° ESO cidecd



JUGADOR DE FUTBOL SALA
Un jugador de fatbol-sala avanza con el
balén pegado a la banda del campo de
juego hacia la porteria contraria.

El angulo bajo el que ve la porteria, es
funcion de la distancia que hay desde la
linea de fondo de su campo.

104

8
70
3

4
9

TAXIMETRO

El precio de un trayecto en taxi
realizado en cierta zona rural es funcion
de la distancia recorrida.

El grafico muestra las tarifas.

® ;Cuéanto cuesta la bajada de bandera?
6 €
® ;Cuantos km se pueden recorrer por
ese importe? 10 km

B ;Cuanto cuesta un recorrido de 15
km? 10€

2. Caracteristicas de una funcion

Dominio y recorrido

e El dominio de una funcién es el conjunto de
valores de x que tienen imagen.

) El dominio en este caso es el intervalo [0,40]
10

[ R L=

0 S 10 15 20 25 30 35 40 m

e El recorrido o imagen es el conjunto de valores
de y que son imagen de algun valor de x
perteneciente al dominio.

«zr%y | El recorrido en este caso es el intervalo [0,971]

10 (

[ N R =L = ]

(==
I
-
=1
-
(5]
o)
[=)
()
i
()
[
(o)
(L]
I
(=)
3

Continuidad

A veces, la gréafica de una funcion puede dar un salto
en vertical en algun punto de su dominio. En ese
punto se dice que la funcién no es continua.

Por lo tanto, una funcién es continua si su gréafica
puede dibujarse sin necesidad de levantar el lapiz del
papel en ninglln momento.

Los puntos donde la gréafica da un salto se denominan
discontinuidades de la funcion.

£
—
204
—
154
La imagen de x=10
nooesy =8,
104 & L —
[
—
a4 ""Laimagen dex=10|ezy = 6.
T T T T T T T
5| 10 15 20 25 30 35) krm

22,3
v" Si se recorre un poco méas de 10 km, aunque sea muy poco, el
precio cambia a 8 €, y se mantiene hasta los 13 km, a partir de
los cuales pasa a ser 10€ hasta los 16 km... No es una funcién
continua, presenta discontinuidades en x=10, x=13, x=16,
x=19, x=25, etc
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Puntos de corte con los ejes

El punto donde la gréfica corta el eje de ordenadas
es de la forma (0,yo), donde y, es la imagen de cero.
Si el cero esta en el dominio de la funcién, entonces
hay punto de corte con el eje de ordenadas y éste es
Unico.

Para encontrar yo se sustituye X por cero en
la expresion de la funcién y se calcula y.

El punto (o los puntos) de corte con el eje de
abscisas son de la forma (Xq,0), donde Xy es la
antiimagen (o antiimagenes) de cero. Habra punto de
corte con el eje de abscisas si el cero esta en el
recorrido de la funcidon. En ese caso puede suceder
que haya mas de un punto de corte.

Para encontrar X, se sustituye y por cero en
la expresion de la funcién y se despeja X.

Crecimiento y decrecimiento

Se dice que una funcidén es creciente en un punto si,
alrededor de ese punto, cuando la x aumenta también
aumenta la y.

Y sera decreciente si al aumentar la x disminuye el
valor de y.

Si una funcidn es creciente en un punto entonces,
alrededor de él, la grafica, vista de izquierda a
derecha, asciende. Si desciende, es que es
decreciente. Si la funcibn toma el mismo valor
alrededor de un punto (la grafica se mantiene sin
subir ni bajar), entonces se dice que alli la funcion es
constante.

TEMPERATURA

o
200 f(4) < 1(6)
- d f(13) = f(15)

CRECIENTE
CONSTANTE
DECRECIENTE

f(24) > £(26)

137 \
19

a0 ./

20

4 B 10 13 15 20 24 28 =0 40
minutos

Una funciébn puede ser creciente en un conjunto de
puntos de su dominio y decreciente en otros. Si solo
crece o soOlo decrece entonces se denomina funcion
mondtona.
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Estos dias han sido frios en la ciudad.

El grafico muestra la temperatura en
funcién de la hora del dia, partiendo de la
medianoche del domingo al lunes.
°¢
10

|
|
|
| /\ |
|
|
o T

Jomingo—s | « Lune v | «

® f(0) = -4°C

® /A qué horas del lunes la temperatura
era 0°C?: alas 11 y a las 19 horas

® (Entre qué horas del lunes Ila
temperatura estuvo bajo cero (funcién
negativa)?: De las Oh a las 11h y de
las 19h a las 24h

® :Entre qué horas la funciéon es
positiva?: Entre las 11h y las 19h.

TEMPERATURA DE UN HORNO
Para cocinar una magdalenas hay que
calentarlas al horno a una temperatura

de 180° durante 10 minutos

El grafico muestra la temperatura del
horno en funcion del tiempo
transcurrido

® Los primeros 10 minutos, desde que
se enciende el horno, la temperatura
asciende desde 20° a 180°.

® Desde el minuto 10 al 20 se mantiene
constante a 180°.

® El horno se apaga, la temperatura
desciende hasta igualarse a la del
ambiente.
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VELOCIDAD DEL VIENTO

Para decidir la
situacion de un
parque edlico se
estudia la
velocidad del
viento.

Se ha obtenido la
grafica adjunta a
lo largo de 62
horas.

FASES DE LA LUNA

El % visible de la luna varia en funcion

del
el 1

di
50%o

100

dia, desde el 0% (luna nueva) hasta
00% (luna llena).

aOo A dia/3
81% by

L

0%

luna nueva

El % visible se repite cada 28 dias

izible %
+~ pefiodo =28 —

o \.

Maximos y minimos

Un maximo local (o relativo) es un punto donde la
funcion pasa de ser creciente a decreciente. Ese
punto no tiene por qué ser el punto mas alto de la
grafica de la funcion. Este uGltimo (si es que existe) se
denomina méaximo absoluto.

De manera similar, en un punto donde la funcién pasa
de decrecer a crecer se dice que hay un minimo
local. El punto del dominio donde la imagen es menor
se denomina minimo absoluto.

hmi/hy

i

5

20

4 1516 3:331 45 EID

horas
Tenemos un maximo relativo en t=4, un minimo absoluto en t=16,
un maximo absoluto en t=31 y hay otro maximo y otro minimo
relativo.

Una funciéon puede tener mas de un maximo o de un
minimo locales.

Periodicidad

A veces la gréfica de una funcidon va repitiendo el
mismo dibujo una y otra vez a medida que la x va
aumentando. En este caso se dice que la funcion es
periddica.

La longitud, medida sobre el eje horizontal, del dibujo
que se va repitiendo se denomina periodo: cada vez
que a un valor cualquiera de x se le suma el periodo
se vuelve a obtener la misma imagen.

& “iSi?—lepeﬁodo =28 =+ pefiodo =28 -+~ periodo = 28 —+ periodo =28 =

100 K i Ko i -t

73 .. .. .. .. .. .. .. .. -. .-

o a - - - -= - -= - -

a2z - - - - - - . - - f

|:| .-.-. .-.-. E ¥ E ¥ E ¥

10 20 40 a0 586 ) YO &l o001 120 dias

Hay infinitos valores que tienen la misma imagen,
separados por una distancia de 28 dias (que es el periodo T)

f(3) = f(3+28) = f(3+2-28) = ..
f(x) = F(x+T) = f(x+2T) = f(x+3T) = ..
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11.

12.

13.

EJERCICIOS resueltos

Determina de forma razonada el dominio de la funcion f() =vx+8

SOLUCION:
El dominio de una funcion esta formado por todos los posibles valores de x a los que se les
puedan aplicar las operaciones indicadas en la expresion anterior produciendo un resultado
valido. En este caso aparece una raiz cuadrada que solo puede calcularse si el radicando es
mayor o igual que cero, asi pues debe ser

X+820 © x2>-8
Luego el dominio de la funciéon lo constituyen todos los nimeros mayores o iguales que —8.

Determina el dominio y el recorrido de la grafica azul de la imagen.

Determina el dominio y el recorrido de la funcién cuya grafica ves abajo.

¥
120
Dominio de f:
110 [10,10]={x: 10 < x < 10}
Recorrido de f:
=20 -10 0 10 20 [12,8] =
={x 12<x< £}

Indica si son continuas o discontinuas

Juan tiene hoy una excursion en el colegio. Como vive lejos suele ir en bicicleta. Mada mas llegar al colegio, salen todos los alumnos
andando hasta la estacion de trenes y alli esperan un rato a que llegue el tren. Suben al tren y porfin llegan al desting,

Abajo puedes ver dos graficas: una representa la distancia que va recorriendo Juan desde su casa con respecto al tiempo transcurrido
y ofra representa la velocidad a la gue se desplaza en cada instante, también en funcidn del tiempo transcurrido.

Indica de forma razonada qué grifica corresponde a cada una de las dos situaciones e indica en cada caso si la funcion
representada es o no continua.

La primera grafica es la gue indica las
velncidades:

Empieza con |a bicicleta a velocidad
constante, luego va andando algo mas
despacio. A continuacion esta parado
un ratoy, por ditima, al mantar en el tren
lawelocidad es mucho mayar pero
constante.

Es discontinua vy los saltos se producen
al cambiar el medio de locomocian.

1T La otra grafica corresponde a la distancia
ala gue se encuentra de casa. En este
cas0 no hay saltos (es continua) pero si
cambios hruscos en la inclinacion gue se
corresponden con los cambios de velocidad.

160
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9. Calcula los puntos de corte con los ejes de la
SOLUCION:

2 —-—X =0, de donde x =

intervalos de crecimiento y de decrecimiento.

EJERCICIOS resueltos

funcion f(x)=2-x

El corte con el eje Y se calcula sustituyendo x por O: f(0) = 2 — 0 = 2. Corta en (0,2)
Los cortes con el eje X se calculan resolviendo la ecuacion f(x) = O:

2. Corta en (2,0)

10. La funcién azul de la imagen esta definida en el intervalo (-5,5). Determina sus

Decrece en el intervalo

(-5,-3)

maximos y minimos relativos.

sea igual a 265.

Crece en el intervalo

(-3.5)

Crece en elintervalo
(-5,-3)

Decrece en el intervalo
(-3,1)

Crace en elintervalo
(1.5)

Luego tiene un maximo relativoen x = 3
¥ un minimo relativo enx = 1

Sirepetimos a izquierda y derecha
el trozo de curva comprendido en el
segmento verde construiremos toda
la cruva. Por tanto, el periodo es la

longitud de este segmento, es decir

Periodo= 4

Elresto de la division entre 265 v 4
es 1, porlo tanto,

f(265)=f(1]=3

11. La funciéon azul de la imagen esta definida en el intervalo (-5,5). Determina sus

12. La funcion adjunta es periédica. Calcula su periodo y el valor de la funcion cuando x

cidecd
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W Para practicar

Observando la evoluciéon de
un cultivo de Dbacterias
llamamos P al ndmero de
millones de bacterias y T al
tiempo transcurrido en
horas. (Qué representa la
grafica adjunta: P en funciéon
de T o T en funcién de P? t

Fheatt il

Una empresa fabrica y comercializa un producto.
La cantidad producida se representa por x y el
coste de produccién con C (Qué representa la
funcion h(x)=C: el coste en funcién de la
cantidad o viceversa?

Dada la funcion y = f(x) = 2x — 1 completa la
tabla de valores adjunta y represéntala en una
cuadricula:

X -3 -2 -1 0 1 2 3

y

Calcula la imagen -0,5 y las posibles anti-
imagenes de 1,5 por la funcién cuya grafica
puedes ver abajo.

Dada la funcidon f(x) = 3x + 2 calcula la imagen
de 0,2 y la anti-imagen de 2,2.

Determina de forma razonada si la grafica
adjunta corresponde o no a la grafica de una
funcioén.

Determina el dominio y el recorrido de la funcion
de la gréafica adjunta.

a0 ,—\D

10

}-en
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10.

11.

12.

13.

La tabla adjunta muestra un extracto de recibo
de agua en la que se muestra el precio unitario
del metro cubico de agua consumida en funcién
del agua consumida. Indica de forma razonada
si se trata de una funcion continua o discontinua
y traza su gréfica.

Consumo de agua | Preclounitardo
(m=) (€

Ce O0albm? 0

Ce 15 a 30 m? 0,45

Ce 30 a 45 m? 0,50

Ce 45 a 60 m? 0,55

Mas de 60 m? 0,60

La funcion F = 1,8-C+32 establece la relacién
entre la temperatura en grados Fahrenheit (F) y
la temperatura en grados Celsius C). Calcula la
temperatura en grados Fahrenheit a la que se
congela el agua. Luego calcula a qué
temperatura Celsius equivalen 0° F.

Calcula las coordenadas de los puntos de corte
con los ejes de la funcién y = x + 4.

La gréafica representa la |
concentracion (g en ml)
en sangre de un
medicamento inyectado
a un paciente en funcion [
del tiempo (t en horas). 1
Haz un informe que |
describa la situacién en P SR
términos de crecimiento ' '
de la funcioén.

et DR L

Determina los maximos y minimos relativos de
la funcién cuya grafica se muestra abajo.

¥lio

Determina el periodo de la funcion de la imagen
y calcula el valor aproximado de dicha funcion

cuando x = 23
HE
x=0 y=0

5 10

N
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Funciones de varias variables

En este tema hemos trabajado con funciones que
relacionaban a dos magnitudes: una Vvariable
independiente y una variable dependiente.

Sin embargo, a veces aparecen mas de una variable
independiente y, entonces, hablamos de funciones de
varias variables.

Si tenemos dos variables independientes no podemos
representar la funcién en un plano; necesitamos tres
ejes perpendiculares: los dos horizontales para las
variables independientes y el vertical para la variable
dependiente. La funcién viene representada entonces
por una superficie en lugar de una curva.

Aqui tienes dos ejemplos:

z=x%-y? z=x°+y?

] |

*q

Para saber mas

Ajuste funcional

Cuando un investigador analiza si existe una
relacién funcional entre dos variables, suele
obtener un conjunto de datos de forma
experimental que representa mediante una
nube de puntos.

Mediante una técnica denominada
interpolacidn se puede obtener una expresion
algebraica a partir de las coordenadas de esos
puntos.

Si la grafica de la funcidon obtenida se ajusta a
esos puntos (aunque no sea de forma exacta)
se acepta que existe una relacion funcional
entre esas variables y se usa la funcion
obtenida para hacer predicciones aproximadas
de otros valores que no se han obtenido de
forma experimental.

En la imagen adjunta puedes ver algunos de

estos tipos de ajustes.

Modelo lineal [ ]
Buen ajuste

Modelono lineal
Buen ajuste

y crece

L Modelo lineal . Madelo nolineal Variahles no relacionadas

Buen ajuste Ninguna curva de regresicl

es adecuada .

L [ ]
L] L] L
L]
L] L] L]
[
Cuando x crece, L ] [ ] [ ]

¥ decrece L]

Funciones que no tienen expresion algebraica
x

R g R R R A W,:.
| 5
.-““'ﬂlI e

o DRI
EITE LN

A pesar de lo dicho en el apartado anterior
existen funciones que no admiten ningun
tipo de expresion algebraica, por lo que es
imposible predecir resultados futuros o
pasados a partir de cualquier grafica
obtenida de forma experimental. Algunos
ejemplos son las temperaturas y los valores
de bolsa.

cidecd
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Recuerda
lo mas importante

v Tablay grafica

Xy
-4 -2
-3 0

A
/X

v Imagen y antiimagen

bl NSO
=1 R AR

Antimagen 9

Imagen 2

(5,2)

v Expresion algebraica

x| 1=
1=y
3 ERRECE I N

15 /
K|
08 /

1.5)

EIES S IE SO TP IF N e 1
X

v Dominio y recorrido

4
Bominio-=|-4;61
Recorrido = [-2,4]

w1
/N

v' Continuidad

Esta funcién es continua |
puede dibujarse de un solo trazo

Esta funcitn es discontinua
no puede dibujarse de un solo traze

v Cortes con los ejes

-~
ARRNE:

v Crecimiento y decrecimiento

Decreciente
(-2,0) U {4,6)

Creciente
(4,-2)U(24)

v Ma&ximos y minimos

v Periodicidad

Esta funcion es periddica
se repite cada 2 unidades la grafica

VAAAANAAN
VUV VA

Importante
Para que una relaciéon sea funcional cada
valor de x debe tener sélo una imagen.
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-1a

Ji0

=10

[=]

-10

=10

i

110

0

1-10

Autoevaluacion |[™®

1
|

Indica cudl de las siguientes expresiones equivale a
x=g(y)=4y-2.

A) g:y > 4y-2 B) g:y 2 4x-2
C) g: x> 4y-2 D) g: x 2> 4x-2

. Averigua si el punto de coordenadas (-5,-22) pertenece

a la gréfica de la funcion y=4x-2.

Calcula la imagen de 4 y la antiimagen de —2 por la
funcién del dibujo.

. Calcula la imagen de 4 y la antiimagen de —2 por la

funcion y = x + 2.

Determina el dominio y el recorrido de la funcién
adjunta.

. ¢Es continua la funcién de la imagen?

Calcula las coordenadas de los puntos de corte de la
grafica de la funcién y = 4x —2 con los ejes.

. Halla el intervalo en el que la funciéon adjunta no crece.

Halla los valores en los que la funcion de la imagen
alcanza un minimo y un méaximo relativo.

. Determina el periodo de la funcién de la imagen.

=) i} 5
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Soluciones de los ejercicios para practicar

1. Pesfuncibnde T

2. El coste en funcién de la cantidad

4. Laimagen de —0,5 es 0,6 y las anti-imagenes

de 1,5son-1y 3

Dominio de f es [-9,8]

Discontinua

O a9 Ul

10. (0,4) y (-4,0)

11. La concentracion aumenta rapidamente en la primera

Recorrido de f es [-14.6]

El agua se congela a 32°F; 0O°F = -17,8°C.

La imagen de 0,2 es 2,6 y la anti-imagen de 2,2 es 0,666

No, porque a algunos valores de x le corresponden dos valores de y.

€x0,05

m' x5

hora y media (funcién creciente) y a partir de entonces empieza a disminuir cada

vez mas lentamente (funcién decreciente)

12. Tiene un maximo en x=-5y un minimo en x=1.

13. El periodo es 6 y f(23) vale, aproximadamente, -1,7

Soluciones
AUTOEVALUACION

1. Respuesta A.

2. Si pertenece a la gréfica.

3. Laimagen de 4 es 6 y la anti-imagen

de —2 es —4.

4. Las mismas del ejercicio anterior.

5. Dom f =[-5,0] Im f=[-7,-2]

6. Si es continua porque puede dibujarse

sin levantar el lapiz del papel.

(0’5,0) y (0,-2)

8. La funcién decrece entre —2 y 4.

10.

. Alcanza un minimo en x=-2 y un

maximo en x=4.

El periodo es 8

No olvides enviar las actividades al tutor »
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10

Objetivos
En esta quincena aprenderas a:

e Identificar problemas en los
que intervienen magnitudes
directamente proporcionales.

e Calcular la funcién que
relaciona a esas magnitudes a
partir de diferentes datos y
representarla graficamente.

e Representar estas funciones
de diferentes maneras.

e Comparar funciones de este
tipo.

e Aproximar numeros y calcular
el error absoluto y relativo.

e Resolver problemas reales en
los que intervienen estas
funciones.

Funciones lineales

Antes de empezar

1.Funcién de proporcionalidad directa pag.

Definicidn
Representacién grafica
2.Funcion afin
Definicién
Representacion grafica

3.Ecuacién de la recta
Forma punto-pendiente
Recta que pasa por dos puntos
Forma general

4.Posicion relativa de dos rectas
Analisis en forma explicita
Analisis en forma general

5.Aplicaciones .......ccccoeeevviininiennns
Problemas simples
Problemas combinados

Ejercicios para practicar

Para saber mas

Resumen

Autoevaluacion

Actividades para enviar al tutor

pag.

170

. 172

. 174

. 178

180
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Antes de empezar

01234567 8 horas 01234567 8 horas

0123456 7 8 horas 0123456 7 8 horas

Investiga

Si una sandia pesa 3kg y otra pesa 6kg
nos cobraran el doble por la segunda.
Pero, si la primera tiene un diametro de
15 cm vy la otra lo tiene de 30 cm, éel
precio de la segunda sera el doble que
el de la primera?

Intenta encontrar la respuesta y dar
una explicacidén razonada a la misma.
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1. Funcién de proporcionalidad directa

Definicion

Se llama funcion de
proporcionalidad directa o,
simplemente, funcién lineal a
cualquier funcién que relacione
dos magnitudes directamente
proporcionales (x,y). Su ecuacién
tiene la forma

y=mx 06 f(xX)=mx

El factor m es la constante de
proporcionalidad y recibe el
nombre de pendiente de la
funcion porque, como veremos
en la siguiente seccion, indica la
inclinacion de la recta que la
representa graficamente.

Recuerda: dos magnitudes son

directamente proporcionales  si su
cociente es constante.

Representacion grafica

Como has visto, las funciones
lineales se representan
graficamente como lineas rectas.
Ademds, como y=mx, si x=0
entonces y=0; por lo tanto la
grafica de todas las funciones
lineales pasa por el punto (0,0).

Para dibujar la grafica basta con
obtener las coordenadas de otro
punto, dando un valor arbitrario
a la x e unir ese punto con el
origen de coordenadas (0,0).

Si x=1, entonces y=m, por tanto
m representa la variacion de la y
por cada unidad de x, es decir, la
inclinacion o pendiente de la
recta. Si m es positiva,
representa la cantidad que sube
la y por cada unidad de x y si m
es negativa la cantidad que baja.
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T welocidad (més)

G000 m/=

v=18t
000 mi=s
y=18x
2000 mis
g;mp&(sj

& 12 180 20 S5

tiempo: 450 s
velocidad: 18- 450 = 8100 m/s

Los cohetes propulsores de la lanzadera espacial producen un

impulso (o aceleracion de unos 18 metros por segundo cada segundo.
Funcionan durante 450 segundos antes de soltarse.

“Welocidad vtiempo son, en este caso, magnitudes directamente
proporcionales v 1a constante de proporcionalidad es la sceleracion.

CONSTRUCCION DE LA GRAFICA DE LA FUNCION y = - % X

1. Dibujamos el punto (0,0)
m= - ——;—— = 05
2. Damos un valor a x.
Para simplificar damos el valor
del denominador: x=2 = y=-1

y dibujamos el punto (2,-1)

3. Unimos los dos puntos.

Observa gue con cualquier
punto el cocientre entre las
dos variables es constante
eigualam:

b
a

.ty -
=5 =05=m
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1. Determina si las relaciones entre las parejas de magnitudes siguientes son lineales
o no, escribiendo para ello la ecuacién que las relaciona.

a. Relacion entre el precio inicial y el precio rebajado con un 10%.

b. Relacién entre el peso y el volumen de un material en condiciones
constantes de presion y temperatura.

c. Un banco ofrece un depédsito anual al 5% con una comision fija de 20€.
Relacion entre la cantidad invertida y los intereses recibidos.

d. Relacién entre el area de un cuadrado y la longitud de su lado.

Solucion: )
a) Si el descuento es 10% pago el 90%: PRebajado = 0’9 - Plnicial (SI es lineal)
b) La relacién entre peso (P) y volumen (V) es la densidad (d), que es constante si no
cambian las condiciones de presion y temperatura: P = d-V (SI es lineal)
c) SiC es la cantidad invertida e I son los intereses I = 0'05 -+ C — 20 (NO es lineal, pero casi
lo es. En realidad es una funcion afin que veremos en el siguiente capitulo)
d) A =long? (NO es lineal)

2. Determina las ecuaciones de las funciones lineales cuyas graficas son:

a.
Buscamos un punto de coordenadas enteras (no es estrictamente necesario pero es mas

. : . . -, 7
comodo si es posible). a = 2, b = 7. La pendiente es m=7/2 y la ecuacion es y = o) X

b.

En este caso a = 5y b = -4 (le asighamos un valor negativo porque la recta es
. . L 4

decreciente). La pendiente es, pues, m = -4/5 y la ecuacion y = —— X

5
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2. Funcion afin

Definicién

Si a dos magnitudes directamente proporcionales se
les aplica alguna condicién inicial, la funciéon que las
liga ya no es totalmente lineal (las magnitudes ya no

son proporcionales). Se dice que es una funcién afin
y su forma es:

y=mx+n 6 f(X) =mx—+n

—an h -10 ! a ! L0

flgi=05% +2
-10

m es la pendiente, pero f{x) ¥ % no son proporcionales (sahwo si n=0):

I fla) _ %= 0,3666 Noes constante.

a =03 X -1

a -15

observa gue n coincide con el punto de corte con el eje Y.

Representacion grafica

Las funciones afines se representan también mediante
lineas rectas, pues el término independiente que las
diferencia de las funciones de proporcionalidad solo
produce una traslacién hacia arriba o hacia abajo de
la grafica de éstas.

Para dibujar la grafica necesitamos obtener dos
puntos.

e Uno nos lo proporciona la propia ecuacion, pues,
como hemos visto, la ordenada en el origen, n,
nos indica que la recta pasa por el punto (O,n).

e El otro punto se obtiene dando un valor cualquiera
a x y obteniendo el correspondiente valor de vy.
Uniendo los dos puntos tenemos la grafica de la
funcién.
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La pendiente, m, sigue
siendo la constante de
proporcionalidad y el término
n se denomina ordenada en
el origen porque es el valor
que toma y (ordenada)
cuando x vale 0 (abscisa en el
origen).

Recuerda: Ahora el cociente entre
f(X) y X no es constante.

1. Dibujamos el punto (0,3)

2. Damos un valor a x.

/ Para simplificar damos el valor
del denominador: x=2 = y=6

y dibujamos el punto (2,6)

3. Unimos los dos puntos.

Compara con la grafica de
3

i
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EJERCICIOS resueltos

3. Determina las ecuaciones de las funciones afines cuyas graficas son:

a.

Corta al eje Y en el punto (0,-2), luego n=-2. Ahora buscamos otro punto de
coordenadas enteras si es posible (4,-7) y calculamos sus distancias horizontal y
vertical al punto (0,-2): a = 4, b = -5 (Recuerda: negativo por ser una recta

decreciente). La pendiente es m=-5/4 y la ecuacién es y = —% X -2

b.

En este caso n=-7, a=3 y b=2. La pendiente es, pues, m = 2/3 y la ecuacion
2

y==X-7

3

4. Casos particulares:

a. Sila pendiente es cero, la ecuacion es y = n y la funcién es constante.

b. Sila recta es vertical la ecuacion es x = k y no es una funcién. Decimos que en
este caso la pendiente es infinita.
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3. Ecuacion de la recta

Forma punto-pendiente

La ecuacibnh y = mx + n que hemos visto se
denomina forma explicita de la ecuacién de la recta,
y nos permite hallar dicha ecuacién cuando

conocemos la pendiente y la ordenada en el origen.

Cuando sodlo conocemos la pendiente, m, y las
coordenadas de otro de los puntos de la recta, (Xo,Yo),
su ecuacion es

Y -Yo=m (X - Xo)

Esta ecuacion recibe el nombre de forma punto-
pendiente de la ecuacién de la recta. En la secuencia
siguiente se explica coOmo se obtiene.

EJERCICIOS resueltos

5. Halla la ecuacién de la recta que pasa
por P (-8,-5) y de pendiente m = 2/7

La ecuacién en forma puito-pendiente:

y+5= 2 (x+8)

En forma explicita:

yas= 2+ 18
2 19

y=E T T

6. Determina la ecuacion de esta recta:

P{0 ,2)

Como la recta crece, la jendiente es positiva: m= :—

La ecuacidn es:

\

De larecta de ka imagen se suf ¥las coor de
uno de los puntos por los gue pasa. Queremos determinar su ecuacion:

_1 -
m=>  P=(65

/
Consideremos un punto arbitrario de la recta, X ¥ supongamos que
conocemos la ordenada en el origen Q:

m= 3 P=@E5 X=txy 0=0On

e

En los apartados anteriores hemos visto gue aungue movamos ¥, el
cociente entre b y a es constante e igual a la pendiente:

E

=1 P-65 K-y C-0m

s

Ohserva los triangulos de la figura: tienen los lados paralelos, luego
s0n semejanies, por tanto:

=m=1
=m=1

b _gh-1
FEr R
7)/
a
P ={6.5) K=(x¥
b' es la distancia vertical entre Py X: h'=y-5
a’ es la distancia horizontal entre Py X: a=x-6

Iuegn:—:= %=;— = y-5= ;—-(x-S)
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Recta que pasa por dos puntos

Sean P(Xo,Yo) Y Q(X1,y1) dos puntos del plano. La
ecuacion de la recta que pasa por estos puntos es

El punta P de la figura tiene coordenadas conocidas (x0,y0) v el punta y yﬂ X xﬂ

Q (x11). Queremos hallar la ecuacidn de la recta gue pasa por ellos:

i yl_yﬂ xl_xﬂ

Esta ecuacién recibe el nombre de forma continua
de la ecuacién de la recta. En la secuencia adjunta se
explica cdmo se obtiene.

Procedemos cOmo en casos anteriores:

= = b _yl-y
asxtx0 byt me Lo 0o EJERCICIOS resueltos
) 7. Halla la ecuacion de la recta que pasa por P
(5,-9) y Q(6,8). Pasa a forma explicita y
determina la pendiente y la ordenada en el
origen.
" i -9 _ x-3
La ecuacion buscada os: ) 5 5
m=%= :::::g P = {x0y0), forma punto-pendiente: ¥+ q = x-5
yyi=mix 20 o yy0= LB a0 o w
0 - La forma explicita so obtione dospejando y:
Yioy - xix0 y=17 (x - 5) -9 =
=17x -85- 9 =17x - 94
Y R{-7,3}) Q(4,3)
y=17x -94
Lapendiente os 17
%=15 Ia ordenada en of origen -94
=1
CASOS ESPECIALES: Ordenadas iguales. P4
Con la férmula anterior la ecuacidnh de la recta que pasa por Py Q es: 8 Ha”a Ia ecuacion de Ia reCta que pasa por P
Y3 -arl g Y3 _Eel (7,4) y Q(-3,-1). Pasa a forma explicita y
Mo es vilida poraue hay wna disidn por ceral determina la pendiente y la ordenada en el
Moviendo el control comprueba gue todos los puntos de la recta tienen 0 ri g en
la misma ordenada, por tanto, la ecuacidn de la recta en este caso es: *
y=3
L& ecuacion be es: 51{ '_44 = ’3( . ??
Q-5 8}
¥-4 _ x-7
-5 1]
Lk EARCH La forma explicita se obtione despejahdo y:
-7 1
%=5 y=-52Xt v 4= Sx-7)+ 4=
MRy 10 2
CASOS ESPECIALES: Abscisas iguales. - x-7 ., 4= Fr 8§ x +7
Con laformula anterior la ecuacion de la recta que pasa por Py Q es: - 2 - 2 - 2
¥+2 _ ®+5 y+2 _ w+5
5+2  &+65 O "7 "1 1 1
y= T X+ T
iNo es vilida porgue hay una divisidn por cero!
Moviendo el control comprueba gue todos los puntos de la recta tienen
Ia misma abscisa, por tanto, la ecuacidn de 1a recta en este caso es: L2 pondionto os %
X=-5
Iz ordonada on of origon %
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Forma general o implicita

La manera mas habitual de representar rectas es la
forma general o implicita:

AX+By+C=0

donde A, B y C son niumeros cualesquiera (al menos A
0 B deben ser diferentes de cero). Si B=0 se trata de
una recta vertical de ecuacion x=-C/A. Si B no es cero
la pendiente es -A/B.

En las escenas se muestran representaciones de
rectas en forma general y el paso de otras formas a
general.

PASO DE CUALQUIER FORMA A FORMA GENERAL :

a) Funcian lineal en forma explicita:

y=mx < mx-y=0 {(A=m,B=-1,C=0) m=-%

b} Funcidn afin en forma explicita:

y=mx+n comx-y+n=0 (A=m,B=-1,C=n) m=.-&

c) Funcion constante {paralela al eje X

y=n c y-n=0{A=0,B=1,C=-n) m=-%=l]

d) Recta vertical:

X=ne X-n=0{k=1,B=0,C=-n) Mo se puede hallar m.
&) Forma punto pendiente:

V-0 =mix-%0) < mX-y+y0-mx0=0 m=-%

(A=m,B=1,C=y0-mxz0)
) Forma continua:
y}:-_!n;lu - :1-_“““" < [¥1-y0}[2-x0} = [x1-20} [y-30} <
{y1-y0) X - (x1-x0) y + y0 {x1-x0) - x0(y1-y0) = 0
A

(A =y10, B=- (x1-x0), C = y0 (x1-X0) - xO1y0) m=- o
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3X+4y +7 =0

REPRESENTACION GRAFICA EN FORMA GEMERAL:
Ohtenemos dos puntos dando valores a una de las variables.
Lo mas sencillo es dar a las variables el valor 0:

x=02y= . 1 p=(0,- I}
v=l]=x=-;— Q=[-;—,l]}
-10 -5 o 5

i

REPRESENTACION GRAFICA EN FORMA GENERAL:
Obtenemos dos puntos dando valores a una de las variables.
Lo méas sencillo es dar a las variables el valor 0:

®=0=y= -3 P=[D,-3"}
y=0=x%=73 Q=[3,0}
P
-10 -5 1] 5]

4y +5 =0 s
REPRESENTACION GRAFICA EN FORMA GEMERAL:

Como ya sabemos, en este caso es una recta horizontal.
La ordenada en el origen nos dice a qué altura pasa:

o B = [ 2 }
LA} P=10. 3
-10 =4 0 5] P
X - 8 = 0 -5
REPRESEMTACION GRAFICA EN FORMA GEMERAL:
Como ya sabemaos, en este caso es una recta vertical.
Elvalor de x nos indica por donde pasa:
x=8 P=(8,0}
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9. Determina la ecuacion de la recta que pasa por el punto (1,-7) y cuya pendiente es
-2/3. Después pasa a forma general.

. . . 2
Solucion: En forma punto pendiente la ecuacion es y + 7 = _E(X -1).

Quitando denominadores y paréntesis queda 3y + 21 = -2x + 2. Pasando todo al primer
miembro queda 2x + 3y + 19 = 0. También seria valido el resultado con todos los signos
cambiados: -2x -3y - 19 =0

10. Determina la ecuacién de la recta que pasa por el punto (-4,-2) y de pendiente 0.
Después pasa a forma general.

Solucion: La ecuacion en la forma punto pendiente ya es la ecuacién general: y+2 =0

11. Determina la ecuacion de la recta que pasa por los puntos P(2,-2) y Q(-8,3). Luego
pasa a forma general.

y+2 x-2

3+2 -8-2°

Quitando denominadores queda: -10y — 20 = 5x — 10.

Pasando todo al primer miembro: -5x — 10y — 10 = 0. Asi bastaria, pero como todos los
términos son multiplos de 5 podemos simplificar: -x — 2y — 2 = 0. También es valido
cambiar todos los términos de signo: x + 2y + 2 = 0.

Solucion: En forma continua la ecuacion es

12. Determina la ecuacion de la recta que pasa por los puntos P(5,-2) y Q(3,-2). Luego
pasa a forma general.

Solucién: Como los puntos P y Q tienen igual ordenada, se trata de la recta horizontal y = -
2, o en forma general: y + 2 = 0.

13. Determina la ecuacion de la recta que pasa por los puntos P(6,5) y Q(6,-2). Luego
pasa a forma general.

Solucién: Como los puntos P y Q tienen igual abscisa, se trata de la recta vertical x = 6. En
forma general queda x — 6 = 0.

14. Representa graficamente la recta cuya ecuacion general es x + y — 5 = 0.

Solucién: Despejamos la y para obtener la forma explicita: y = - x + 5. Por tanto, la
pendiente es -1 y la ordenada en el origen es 5. Es decir, la recta pasa por el punto (0,5).
Calculamos otro punto dando, por ejemplo, el valor 5 a x. Entoncesy = -5 + 5 = 0. La recta
pasa también por el punto (5,0). Dibujamos los puntos y unimos con la regla:

-E0 [FILU

cidecd 177



4. Posicion relativa de dos rectas

Analisis en forma explicita
Dadas dos rectas
y=mX+n; y=myX-+n,

Si m; # m; las rectas se cortan en un punto cuyas
coordenadas se obtienen resolviendo el sistema. Se
dice que las rectas son secantes.

Si m; = m; las rectas son paralelas. Si, ademas,
ni=n, las rectas son coincidentes.

Analisis en forma general

Dadas dos rectas

AXx+By+C, =0
A X + By+ C, =0

Si A;B, ¥ A,B, son secantes. Al igual que antes las
coordenadas del punto de corte se obtienen
resolviendo el sistema.

Si A,B, = A,B, las rectas son paralelas.

/

CASO1: m1#m2 P={-3,1)
Comprueba que si sustituyes en ambos
¥ =-3x -8 casos ¥ por - 3, queda 1.

CAS0OZ2: mi=m2

y=-3x + %
Son paralelas

y=-3x -8
) g
: [
2x -3y +9 =0 AlB2=-12 = -12 =A2B1
4x -6y -18 =0 PARALELAS

Observa la relacion entre los coeficientes v los lados de los triangulos:
las rectas son paralelas cuando los tridngulos son semejantes y sus
lados son proporcionales y son secantes cuando no son proporcionales.

L/

o

Tx -3y +9 =0 A1B2=42 2 12 =A2.B1
-dx -6y -18 =0 SECANTES
Observa la relacidn entre los coeficientes v los lados de los tridngulos:

las rectas son paralelas cuando los tridgngulos son semejantes y sus
lados son proporcionales y son secantes cuando no son proporcionales.

178 m MATEMATICAS 3° ESO

cidecd



15.

16.

17.

18.

Determina la posicion relativa de las rectas y = - 4x + 1, y = 4x. En caso de que
sean secantes, determina las coordenadas del punto de corte.

Solucién: la pendiente de la primera recta es m; = - 4 vy la de la segunda es m, = 4. Como
las pendientes son distintas las rectas son secantes. Hallamos ahora el punto de corte
resolviendo el sistema:

“4x +1=4x; 1=8x; x=1/8;, y=4:(1/8)=4/8=1; P-= [%,%J

Determina la posicidn relativa de las rectas y = - 2x + 3, y = -2x - 2. En caso de
que sean secantes, determina las coordenadas del punto de corte.

Solucidn: La pendiente de ambas rectas es -2 y la ordenada en el origen es diferente, por
tanto son dos rectas paralelas.

Determina la posicion relativa de las rectas x — 3y —1 =0, 4x +y + 1 = 0. En
caso de que sean secantes, determina las coordenadas del punto de corte.

Solucién: Como estan en forma general debemos comprobar si los coeficientes respectivos
de x e y son proporcionales: Al=1, B1=-3, A2=4, B2=1, entonces A1:B2 = 1y A2:B1 = -12.
Son diferentes, por lo tanto las rectas son secantes. Vamos a hallar las coordenadas del
punto de corte. Hay varias maneras de hacerlo, una de ellas es despejar y en ambas
ecuaciones (pasar a forma explicita) y repetir lo hecho en el ejercicio 15 mas arriba:

y:1_3x; y =-1-4x; 1_3X=—1—4x; 1-x=3+12x; -2=13x; x=—%
Ahora sustituimos el valor obtenido para x en cualquiera de las dos ecuaciones:

yo1-a 2\ 4, 8__5
13 13 13
2 5
Por lo tanto, las coordenadas del punto de corte son P = | — 313

Vamos a comprobar que el resultado es correcto sustituyendo los dos valores en ambas
ecuaciones y viendo que en ambos casos las igualdades se verifican:

—i—B- _ > —1:—£+E—1=E—1:1—1:0
13 13 13 13 13
4-—i + _ 2 +1:—£—i+1:—£+1:—1+1:0
13 13 13 13 13

Determina la posicién relativa de las rectas 2x — 5y — 1 = 0, -4x + 10y + 1 = 0.
En caso de que sean secantes, determina las coordenadas del punto de corte.

Solucién: Como estan en forma general debemos comprobar si los coeficientes respectivos
de x e y son proporcionales: A1=2, B1=-5, A2=-4, B2=10, entonces A1:-B2 = 20 y A2:B1 =
20. Son iguales, por lo tanto las rectas son paralelas.
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5. Aplicaciones

Problemas simples

Las funciones lineales describen fendmenos en los que
intervienen magnitudes directamente proporcionales.
La representacion grafica serda una recta cuya
pendiente nos informa de la rapidez de la variacién de
una magnitud con respecto a la otra y la ordenada en
el origen nos informa sobre las condiciones iniciales.

En las imagenes de la derecha tienes un par de
ejemplos de cdmo obtener la ecuacidon (de una
funcion lineal o afin) a partir de dos puntos conocidos
0 a partir de un punto y la pendiente y, a partir de
ellas, hacer predicciones y calculos de situaciones
desconocidas.

En la descripcién de fendmenos reales es frecuente que las
magnitudes que se relacionan vengan dadas por numeros
de tamafos muy diferentes, por lo que al representarlas
graficamente habra que escoger unas escalas adecuadas en
los ejes correspondientes.

Problemas combinados

Donde realmente resulta interesante la aplicacion de
funciones lineales es en el estudio de varias funciones
de manera simultdnea de forma que podamos
compararlas con facilidad.

Debajo tienes un ejemplo ilustrativo:

¢ Qué compafiia me interesa mas?

La compafifa & me ofrece una cuota fija de 15€ al mes mas 0,05€/min.
La compaiiia B me ofrece pagar sdlo por el consumo a 0,25€/min.
La compafiia C me offece una cuota de 0,15€/min con un minimo de 15€.

Sill % a los minutos de c ey al importe total, la funcion que describe el gasto
conh cada compaiiia es:

A: y=0,05x%x + 15
B: y=025x%
15 si x=100

C: y= 0.15% si x>100 {porgue si hablamos menos de 100 minutos nos cobran 15€)

Sus graficas segun el color son:
€(x2)

Si hablo menos de 60 min al mes
la mias barata es la compafiia B.

5i hablo entre 60 y 150 minutos
al mes, es mejor la C.

Minutos hablados: 40
Si hablo mas de 150 minutos al Coste mensual: 10€

mes la mejor es la A.

min (x10)

En los paises anglosajones suelen usar la
escala Fahrenheit para medir temperaturas.
En esta escala el punto de congelacion del
agua se alcanza a 32°F, y el de ebullicion a
212°F.

Hosotros usamos la escala Celsius en la
fque esos puntos se alcanzan a 0°C y 100°C
respectivamente.

Halla la ecuacion que relaciona °C con °F y dibijala.
2B cuantos °C equivalen 80°F? ;A cuantos °F equivalen 36°C?

Pasa por los puntos P ={32,0) Q=(212,100)

. " . y-0_ _ _x-32
La enforma 88l g SPEIN
En forma explicita oC

y= Sy 60

®=B0F = y=622°C

y=36C =
_ 9 160 1\ _
w3 -
% =96,8°F
°F = 100
°"C= 37,77

Han llegado las rebajas.

En un comercio aplican un 18% de
descuento atodos sus productos.

Halla la ecuacion que relaciona el
precio rebajado con el original ¥ dibujala,

£Cuanto cuesta una camisa gue antes costabha 72€7
He pagado 65,60€ por unos ital & cuanto costaban antes?

Si el descuento es del 18%, cada producto cuesta el 82% de su
precio original. Por tanto la ecuaciones  y=0,82-x
funcion lineal de pendiente 0,82,

Pasa por los puntos P ={0,0) Q ={100,82)

R=T72€ =

£
y=0,02.72 = 59,04¢ Precio original = 60 €

Precio rebajado = 49,20 €

¥=6560€ =
X = 65,60/0,82 = 80¢€
1100

100
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EJERCICIOS resueltos

19. 20.

En una ciudad tienen implantada

la Ordenanza de Regulacion de En un banco nos ofrecen un plazo
Aparcamiento (O.R.A.). La norma fijo al 5% anual con una comision
indica que se debe pagar cierta de mantenimiento de 20€ anuales,
cantidad por cada minuto y gque sea cual sea la inversidn realizada.
no hay un minimo. A
Halla la ecuacidn que relaciona el
interés producido con el capital
invertido.

Juan pone 1,35€ v el parquimetro
indica que dispone de 45 minutos.
Sara con 0,84€ tiene 28 minutos.

ACuanto produciran 3000€ eh un afio?

Halla la ecuacion que relaciona el precio con el tiermpo v dibijala. ZCuanto se ha invertido si se han recibido 117,50€ de intereses?

2 Cuanto hay gque pagar por una aparcamiento de 55 minutos?

Si pago 2,40€ ;de cuanto tiempo dispongo? Elinterés es proporcional al capital invertido. La constante de
proporcionalidad es 5% = 0,05, Hay unas condiciones iniciales gue

Elegimos las escalas de manera gque el tiempo esta en mintuos restan 20€, luego es una funcion afin de ecuacién y=0,05-%-20

v el precio en céntimos de euro.
Pasa por los puntos P =({0,-20) Q ={1000,30)

Pasa por los puntos .
J={45,135) §=(28,84) Xx=3000€ = 100¢
y=0,05-3000-20 = 130€

Como pasa por el origen es lineal y la

pendiente es m=135/45=3 y=11750€ =
- y+20 _
x= T3 27a0€

La ecuacion es y=3x

Obzeng |7z escalss: cads unidad en
horizonta! sor 1000E y eada enidad
wertical sor 100E,

Comprieds gue solo kay bereficio s 1 Capital = 2000 €

Iz imwersion es supeiors JOME. Intereses = 80,00 €
s

%x=9%min > y=3-55=165c= 1,65€

y=240€ = x=240/3=80 min

21.

Final de etapa.

En una etapa con final en alto un escapado esta a 8 km de la meta y circula
a 10 kmh. Un grupo perseguidor se encuentra a 10 km del final corriendo a
15 km'h. ; Alcanzaran al escapado si mantienen las velocidades? En caso
afirmativo ;cuanto tardaran y a qué distancia de la meta?

Llamemos ¥ al tiempo transcurrido desde ahora (medido en horas) e vy a la distancia recorrida desde
este momento (medida en km). El escapado esta 2 km por delante, luego la funcion que describe el
desplazamiento con respecto al tiempo en cada caso es:

Escapado: y=10x + 2 Grupo perseguidor: y= 15 x Meta: y=10

Sus graficas segin el color son: Kim / /

Lo alcanzan en 0,4 horas (24 minutos)
a 4 km de la meta.

horas (x 0,1)
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1.

2.
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a

Para practicar

Representa graficamente las rectas de
ecuaciones y=2x/5 y 5x+y+5=0.

Halla la ecuacion de la recta de la imagen:

10 {

b

S 10

S

Calcula la forma general de la ecuacién de
la recta que pasa por el punto P (3,-2) y
cuya pendiente es m=-2.

Calcula la forma general de la ecuacién de
la recta que pasa por los puntos P (3,-2) y

Q (-2,-1).

Determina la pendiente y la ordenada en el
origen de la recta de ecuacidén 3x+2y-2=0.

Determina la posicion relativa de las rectas
y=3x-2 e y=-2x-2. Si se cortan halla
también las coordenadas del punto de corte.

Averigua si los puntos A(-2,-4), B(0,-2) y
C(3,1) estan alineados.

Halla la ecuacion de la recta paralela a
y=3x-4 que pasa por el punto (-3,-10)

Dos agricultores de zonas diferentes
cultivan maiz con los rendimientos y costes
que se indican debajo. Averigua cuantas ha
debe tener cada uno para empezar a tener
beneficios y quién tiene mas beneficio en
funcién del nimero de ha cultivadas.

Agricuttor 1:

Rendimiento: 7,28 Tm/ha.
Costes por riego, abono, etc: 219 €ha.
Costes flijos

{(seguro, impuestos, etc): 5525 €

Agricuttor 2:

Rendimiento: 3,03 Tm/ha.
Costes por riego, abono, etc: 52 €ha.
Costes fijos

(seguro, impuestos, etc): 2000 €

Precio del maiz: 201 €Tm

MATEMATICAS 3° ESO

10.

11.

12.

13.

La arena contenida en un reloj de arena
ocupa un volumen de 563 cm® y el
fabricante indica que la velocidad de caida
de la arena es de 7 cm®/s. Averigua cuanto
tarda en haber la misma cantidad de arena
en las dos partes del reloj.

Halla la ecuacion de la funcién que describe
la siguiente frase: “Un movil estd a 3 km de
mi y se acerca a 2 km/h".

Halla la ecuacion de la funcién que describe
la siguiente frase: “Un movil estda a mi lado
durante 1 hora y luego se aleja a 2 km/h”.

La grafica siguiente representa la distancia
a la que se encuentra una persona con
respecto a mi en relacién con el tiempo
transcurrido. Expresa con una frase su
significado.

kKm
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Relaciones no lineales

Recuerda el problema que se te planteaba al
principio: Si una sandia pesa el doble que otra,
zu precio sera el doble. Pero, si el radio de una
zandia ez el doble del de atra

;25U precio también sera el doble?

™

Supongamos que kg cuesta O'75E

El coste de una sandia de x kg esy =0'75x
Ezuna funcidn lineal. El pracio es directamente
proparcional al peso.

Forsu pare, el peso es directamente
proporzional al walumen y el valumen de una
esfera ez H3 115 luego =i el radio de la
primeara esry &l de lasegunda esZr el volumen
de |3 primera es proparcional a fy el de la
zegunda a (2rF =2/ Portanto, el volumen, =l
peso vy, en definitiva, &l precio de la segunda
ez 3 weces mayor que el de la primera.

Larelacien entre peso (o precioly longitud no
ez, portanto, lineal. Puesto que &l peso es
proporzional, no a la lengitud, sino al cubo de
la langitud, decimos que |a relacidon entre
estas dos magnitudes ez cdbica. Su grafica
tiene este aspecto:

W
i
o

Para saber mas 5

Comportamiento asintdético

Algunas funciones no lineales tienen Ia
propiedad de que cuanto mas grande es el valor
de x mas se parecen a una funcion lineal o afin
(es decir, una linea recta). Esto facilita el
estudio de su tendencia a largo plazo. Esta recta
recibe el nombre de asintota y se dice que la
funcién tiene un comportamiento asintético.

y = 106,9775584797
y = 103,4715936912
diferencia = 3,505964788454

REGRESION &UNEAL

4L

Magnitude B
=

A
0z 0E 10 14 16
LagP

Es una de las técnicas mas usadas por la ciencia. Si se
quiere estudiar la relacion que existe entre dos magnitudes
se hacen muchas observaciones asignando una pareja de
valores acada una. Se obtiene una nube de puntos que
puede o no mostrar una tendencia.

En el ejemplo parece existir un cierto comportamiento lineal.

Derivadas:

Comportamiento lineal de una funciéon no lineal. La funciéon azul de la
imagen no es lineal. La roja es una funcion afin tangente en un punto de
la primera. Cerca del punto x = 0,5 los valores de ambas funciones son
muy parecidos. Lejos del punto son muy diferentes. Cuando estamos
estudiando una funcidén cerca de un punto es mas facil hacer calculos con
una funcién lineal o afin que se aproxime a ella. La recta tangente a una
funcion en un punto recibe el nombre de funcién derivada en el punto y
aprenderas a calcularla en cursos superiores.

cidecd
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Recuerda
lo mas importante

-
| . |

Funciones lineales

Son las funciones que relacionan magnitudes
directamente proporcionales y su ecuacién es de la
forma Yy = mxX

Su representacion grafica es siempre una linea recta
que pasa por el origen. La pendiente, m, es la
constante de proporcionalidad.

Funciones afines

Relacionan magnitudes directamente proporcionales

sometidas a alguna condicidn inicial. Tienen la forma
Yy = mx+n

Su grafica es una recta de pendiente m que pasa por

el punto (0,n) (n es la ordenada en el origen).

Ecuacién de la recta

e Forma explicita: y = mx +n

e Forma punto-pendiente: si se conoce la
pendiente, m, y las coordenadas de un punto
(Xo,Yo) la ecuacion es:

Y -Yo= m'(X'Xo)

e Recta por dos puntos: si se conocen las
coordenadas de dos puntos P(Xo,Yo), Q(X1,Y1)
la ecuacidn es:

Y=Y
Yi—= Yo

e Forma general: Simplificando cualquiera de las
ecuaciones anteriores se obtiene:

AXxX+By+C=0

X—X,

X, —X,

la pendiente es m=-A/B si B#0

Casos particulares

|

y=2 1

i
|
M S I S 3 S O S U
|
|

Funcidn -::mnstante No es funcidn
m=0 m=o

184 m MATEMATICAS 3° ESO

Posicion relativa

de dos rectas
i y=m1+n1; I y=m2+n2

si m; = m, son paralelas en
caso contrario son secantes.

ri:Aix+B1y+C;=0
r2:A2X+Bzy+C2=O

si A;B, = A,B; son paralelas en
caso contrario son secantes.

Si son secantes las coordenadas
del punto de corte se hallan
resolviendo el sistema.
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10.

Autoevaluacion «

Escribe la pendiente y la ordenada en el origen de la
recta de la imagen.

. Calcula la ordenada en el origen de la recta que pasa por

el punto (-4,-1) y cuya pendiente es -3.

. Calcula la ordenada en el origen de la recta de ecuacion

-3x-3y+2=0

. Calcula la pendiente de la misma recta de antes.

. Calcula la pendiente de la recta que pasa por los puntos

P(-5,-4) y Q(-4,-2).

. Determina la posicién relativa de las rectas de

ecuacionesy =-3x -5 e y = 2x - 2.

Determina la posicion relativa de las rectas de
ecuaciones 4x -3y +5=0 -8x + 6y +1=0.

Halla las coordenadas del punto de corte de las rectas de
ecuacionesy =-x+5 e y=2x-7.

. Averigua si los puntos A(-3,-1), B(0,-1) y C(6,-4) estan

alineados.

Halla la ecuacion de la recta paralela ay = - x + 5 que
pasa por el punto (4,-2).
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Soluciones de los ejercicios para practicar

8
=
) 5

=

2x+y-4=0
X+5y+7=0
m=-3/2, n=1

Son secantes y se cortan en el punto (0,-2)

RlEor O O

Si estan alineados. (Halla la ecuacién de la recta que pasa por Ay por By
comprueba que también pasa por C).

2

y=3x-1

9. El primero obtiene beneficios a partir de 4,43 ha. El sequndo a partir de 3,58 ha.
El primero gana mas que el segundo a partir de 5,13 ha.

10. 40,2 segundos.

11. y=2x+3
0 si x<1
12 V= .
2X—2 six>1

13. Esta a tres km de mi y se aleja a 1 km/h.

Soluciones )
AUTOEVALUACION

7.
8.
9.
10.

1. m=-3, n=-5
2. n=-13

3. n=2/3=0,66
4.

5. m=2

6

. Son secantes porque sus pendientes

m=-1

No olvides enviar las actividades al tutor »

son diferentes.

Son paralelas porque A1:-B2 = A2:B1
x=4, y=1

No estén alineados.

y=-x+2

186
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Objetivos

En esta quincena aprenderas a:

Distinguir los distintos tipos de
variables estadisticas.

Agrupar en intervalos los
datos de un estudio
estadistico.

Hacer la tabla estadistica
asociada a un conjunto de
datos.

Representar e interpretar
gréficos estadisticos, y saber
cuando es conveniente utilizar
cada tipo.

Calcular la media, la moda, la
mediana y los cuartiles de un
conjunto de datos.

Que son y cémo se calculan
los parametros de dispersion:
el rango o recorrido, la
varianza y la desviacion tipica,
el coeficiente de variacion.

Estadistica
1.Hacer estadistica .............cooeeeiinnnnnn, pag. 190
Necesidad
Poblaciéon y muestra
Variables
2.Recuento de datos .........cc..ceeeveeneen, pag. 191

Recuento de datos
Graficos

Agrupacion de datos en intervalos

3.Medidas de centralizacion
y posicién
Medida
Moda
Cuarteles y mediana

4.Medidas de dispersion
Rango y desviacion media
Desviacion tipica
Coeficiente de variacion
Ejercicios para practicar
Para saber mas

Resumen

Autoevaluacion

Actividades para enviar al tutor

cidecd

MATEMATICAS m 187



188 m MATEMATICAS cidecd



Antes de empezar

Estadistica

La estadistica, a nivel primario, es una actividad que todo el mundo hace desde muy
pequefio. EI mero hecho de contar y/o clasificar tus juguetes (tus coches, mufecas/os,
canicas, videojuegos,...) ya es una actividad estadistica.

T “‘- B - -

Clasificar objetos Competiciones &g

El destornillador a la caja de
herramientas, los cubiertos al
cajon de la cocina, los libros a la
estanteria, los videojuegos junto
a la consola,...

4\equipos, y competiciones,
-y thabra/otie h \computoede resultados y | ..
A \ \ 1 e A § ——
.una’| ordenac \de | | equipos | | segun.-~duna
puntuaciones. 5 osible~qtie’ haya un
registro;de varios-afio A

Crecimiento relative de la

poblacién total
1 de enero de 2008 (%)

Crecimiento natural de la poblacicon

.! Miles de personas
600

" ‘*- 500
{ - MNacimientos / 100

r M‘:\ 100
{ < d 200

100
4 / # M 0
w0 lael Taal Tanl Taol Toal Tagl Taal Tpal Taol Tnal Togl

- . J 86 88 ao a2 94 96 a8 0o 02 04 06

0,5-0.4 0,9-1,4 1,9-3,0
0,4-0,9 1,419 BN 3050
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1. Estadistica descriptiva

Necesidad

Al poner en practica una medida social para saber su
aceptacion. ¢A cuantas personas puede ir dirigida?, ¢cuales
son los distintos niveles?. Frente a una iniciativa como
esta, preguntar a toda la poblacién puede agotar los
recursos destinados a ella, una encuesta previa puede
ahorrarnos algun que otro equivoco.

Poblacién y muestra

Cuando se hace un estudio estadistico el investigador
decide si analizara toda la poblacion o una muestra elegida
previamente.

Poblacién es el conjunto de individuos, con alguna
caracteristica comun, sobre el que se hace un estudio
estadistico.

La muestra es un subconjunto de la poblacion. Debe
elegirse que sea representativa de toda la poblacion en la
caracteristica estudiada.

Poblaciori

A

Atributos y Variables.

Cada una de las propiedades o caracteristicas que
podemos estudiar es una Vvariable estadistica.
Dependiendo de los posibles valores que puedan tomar se
clasifican en:

e Variables cualitativas o atributos. Los valores de
la variable no son numeros sino cualidades, se
expresan con palabras. El color, la forma, el
sexo,...son ejemplos de variables cualitativas.

e Variables cuantitativas. Los datos se expresan
numéricamente y pueden ser:

e Discretas. Cada una de las variables solo puede
tomar valores enteros (1, 2, 3...). El n® de
hermanos, el n® ventanas de casa, el n°
colegios de tu poblacion,...

e Continuas. Pueden tomar cualquier valor de un
intervalo dado. Nuestro peso, altura, fuerza, no
es posible medirlas con ndmeros enteros, la
densidad del aire, la velocidad media de los
férmula 1 en una carrera,...

Poblacion

[ N ... L ] s
siis] Dot Bl LadtL
ik
T T

El color de los lapices, es
una variable cualitativa

La altura, edad y peso,
son variables
cuantitativas.

190 m MATEMATICAS
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900000000

00000 09000
900000000
Variable | Recuento Frecuencia
Rajo R M|
: RANA
Azl Az| M1 ]
A H1
A
Xi fi f./30 Fi
Rojo 6 0,20 15
Verde 8 0,21 25
Azul 7 0,15 32
Amatrillo 5 0,33 42
Turquesa 4 0,11 47
Total 30 1

Para calcular
los grados de cada
sector, fijate:

360- 4

30 =48"°

O = MW B th ®m oW om oD

2. Recuento y graficos

Es parte del proceso, después de recopilar los datos
se procede a su recuento para expresarlos de forma
ordenada y para que sea mas facil trabajar con ellos.
Generalmente se elabora una tabla como se muestra
a la izquierda donde puedes practicar.

e Frecuencia absoluta, es el n® de veces que
aparece un dato. A la de x; la llamaremos f;.

e Frecuencia relativa, es el cociente entre la
frecuencia absoluta y el n° total de datos.

e Frecuencia acumulada de un dato, es la suma
de las frecuencias absolutas de los valores que
son menores o iguales que él, la indicaremos
con F. También se pueden calcular las
frecuencias relativas acumuladas.

Diagramas de barras y de sectores

Los datos estadisticos suelen representarse de forma
grafica, ya que de esta forma podemos hacernos una
idea de su distribucién de un solo golpe de vista. En
funcion del tipo de variable conviene mas usar un tipo
de grafico u otro.

e Diagrama de sectores, puede aplicarse a
cualquier tipo de variable, aunque es el mas
adecuado en variables cualitativas y para una
primera toma de contacto con los valores de
una poblacion. Es un circulo dividido en
sectores de angulo proporcional a la frecuencia
de cada valor.

La amplitud de cada sector se obtiene
multiplicando la frecuencia relativa por 360°.
frecuencia ~ grados del sector
n° total de datos 360

¢ Diagrama de barras. También puede
aplicarse a cualquier tipo de variable, aunque
se considera el idoneo para variables discretas.
Cada valor se corresponde con una barra de
longitud proporcional a su frecuencia.

cidecd
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5.

192

¢Cuantas personas suponen una muestra del 10% de una poblacion de 10.000

habitantes? ¢Y de una de 6000 habitantes?.

Solucion: a) 10.000 - 10 /100 = 1000,

b) 6000 - 10/100 = 600

Una empresa de sondeos estadisticos tiene capacidad para entrevistar a 1000
personas por semana. Si dispone de 4 semanas a qué porcentaje de una poblacién
de 100.000 habitantes puede entrevistar para obtener una muestra.

Solucion: En 4 semanas puede entrevistar a 4000 personas. 4000 de 100.000 equivale a 4

de 100. Asi pues el 4%.

Con el fin de conocer mejor la forma de viajar de una poblaciéon han preparado
una encuesta. Algunas de las preguntas trataron sobre: N° de dias de viaje, dinero
empleado, niumero de bultos, zonas geograficas, medio de transporte, naturaleza
del viaje (negocios, turismo, familiar, salud...) y n® de personas. Clasifica estas

variables estadisticas.
Solucion:

V cualitativa: Zonas geograficas, medio de transporte y naturaleza del viaje.

V. cuantitativa discreta: N° de dias, niumero de bultos y n® de personas.

V. cuantitativa continua: Dinero empleado.

Haz un recuento de los siguientes datos

4 4 2 1 2 2
3 2 2 2 4 4
Solucioén:

Xi fi

1 3

2 8

3 4

4 9

Haz un recuento de los siguientes datos, un grafico de sectores y otro de barras.

Indica el angulo de cada sector.

Pelota, mascara, pelota, mascara, mascara, bici, mascara, bici, bici, mascara,
mascara, mascara, mascara, videojuego, mascara, pelota, videojuego, pelota,
videojuego, pelota, pelota, videojuego, pelota, mascara.

Solucion:
Xi fi grados idejuego
Videojuego 4 60 Méesore
Méscara 3 45 N
Bici 10 150 Bici  1NNNNRNNNR
Pelota 7 105 Pelota
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Los datos

55 491 42

829 Tag 254
153 533 945
a0 652 476
14 51 47

a7 473 452
4939 109 E£94
326 209 7249
1681 329 975
240 B40 314

453
135
g7
110
211

Fa2
303
631
g
226

Agrupados en 5 intervalos

Observa las marcas de cada clase como
se corresponden con la media de sus

extremos.

[0, 200) 100
[ 200 , 400} aan
[ 400 , 60O} 500
[ 60O , 800} Fan
[ 800 , 1000) qa0

653
427
230

341
246
933
397
323

10
13

10

Agrupados ahora en 8 intervalos

[0, 125) 625 7
[ 125 , 250} 18745 &
[ 250 , 375) M2aH 7
[ 375 , 500} 4375 8§
[ 500 , 625) aE2A 2
[ 625 , 750} EE¥Y e &
[ 750 , 875) 8125 5
[ 875 , 1000} 93r s 4
35

30

25 |

20 /\

10
s| A

15 / \//

cidecd

Agrupacion de datos en intervalos

En variables continuas, o en discretas cuanto el
numero de datos distintos se hace casi tan grande
como el niumero de datos, y para poder estudiarlos,
se hace necesario agruparlos en intervalos o clases,
habitualmente de la misma amplitud y como minimo
cuatro.

Por ejemplo, en una poblacién hay casi tantas alturas
como individuos pero podemos agruparlos en bajos,
medios y altos; también podriamos hacer bajos,
medios-bajos, medios-altos y altos, o clasificarlos de
10 en 10 cm, o de 20 en 20...

e Para representar a todos los datos de un
intervalo elegimos un valor, el punto medio del
intervalo, se llama marca de clase.

Histograma

Cuando los datos vienen agrupados en intervalos se
usa para representarlos graficamente el histograma.
Cada valor se representa con un rectangulo de
anchura el intervalo correspondiente y con la altura
proporcional a su frecuencia.

Los histogramas para los datos del margen agrupados en
cinco y ocho intervalos:

0 a00 1000 o 500 1000

Poligono de frecuencias.

Lo creamos al unir los extremos superiores de las
barras de los histogramas o de los diagramas de
barras.

Datos

Xifi

0 10

1 23

2 12

3 20 1

4 29 o1 2 3 4 o1 2 3 4
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EJERCICIOS resueltos

Agrupa los siguientes datos en 10 grupos. Agrupa los mismos datos, ahora, en 5

grupos y haz un gréafico para cada agrupacion.

2 9 9 8 2 9 5 4 1 7 7 1
2 8 4 1 6 1 9 1 4 7 a4 9
4 1 3 2 3 4 3 1 1 1 4 5
10 6 6 2 1 4 3 7 6 6 10 2
9 8 9 7 7 a4

Solucioén:
®i fi 2 ®i fi

1 10 162 16
2 5 1 - 364 13
3 3 5 L 566 7
3 9 - 7u8 9
5 2 6 H 96 10 9
6 5
7 6 T
—c— {5 ERR
9 7
10 2 [ Py

1 2 3 4 5 & T & 9 0

Agrupa los datos siguientes en 5 intervalos de igual amplitud, haz un gréafico y un

poligono de frecuencias.

7.2 B 6,3 9.8 91 9.3

A7 67 B4 57 3114

54 11 48 25 01 4
B3 1.3 36 19 52 17

Solucién:

/\

[0.2)
[2.4)
[4.6)

[6.8)
[8,10)

A INW O =

=h
O P N W » 01 O N
L !

10
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Ejemplo 1

10,12,10,14 13

7o 10+12+410+14+413 _ 59

W= =5 5—-11.8
Ejemplo 2
Hioo i Wi A
5 4 20
10 & B0
15 7 105
20 49 180
25 4 100
o s 180 Lamedia.
% pas g 1701

Ejemplo 1
¥oofio Moda
5 8 ]
10 5

159 1

20 8 20
25 0

a0 3

Medidas de posicidon

Ampliamos la tabla con la columna
acumuladas

Ejemplo 2

Hi

100
200
ana
400
500
600

de frecuencias
porcentajes de estas
i

[ R N FURY (K QY

y/0 una
proporcionales a las frecuencias

fi

00k L — hmon

fi Fi
10 10
10 20
17 a7
12 49
17 66

barra con

haoda

EO0

%o
15,152
30,303
56,061
74,242

100
longitudes

I

cuartiles

11
y podremos saber la mediana y

|EJ 14

Q1=2, Q;=Me=3y Q3=5

y

3. Medidas de centralizacion
y posicion
La media

Todos los alumnos saben que con un 6 y un 4 tienen
de media 5. Pues la media en estadistica no es otra
cosa que eso, solo que, habitualmente, con mas
datos.

Para calcular la media si son pocos los datos, se
suman todos y se divide entre el nUmero total. Si son
muchos, los tendremos agrupados, entonces se
suman los productos de cada dato por su frecuencia
absoluta y se divide esta suma por el niumero total de
datos. Se indica con x.

R- Hj 'ﬂ_ﬁ H:,Z' fa 'I'-...'I'J'ﬁ-. fl-m

+ fz + lll""lli:

La moda

¢Quién no ha oido alguna vez: "Esta de moda ir a...",
"Se lleva este tipo de pantal6én, esta de moda", o "Se
ha puesto de moda el grupo"..., y todo el mundo
entiende que hay una buena cantidad de personas en
esas opciones.

Asi pues, el valor que mas frecuencia tenga sera "el
de moda", aunque puede ocurrir que haya mas de
uno.

e La moda, Mo, de una distribuciéon estadistica es el
valor de la variable que mas se repite, el de
mayor frecuencia absoluta.

La medianay los cuartiles

La mediana y los cuartiles, como la media aritmética,
s6lo se pueden calcular cuando la variable es
cuantitativa.

e lLa mediana, Me, es el valor que ocupa la
posicién central una ver ordenados los datos en
orden creciente, es decir el valor que es mayor
que el 50% y menor que el otro 50%.

La mediana divide la distribucion en dos partes con
igual n® de datos, si la dividimos en cuatro partes
obtenemos los cuartiles, 1°, 2° y 3°, que se indican
respectivamente Q1, Q. y Qs.

Ordenados los datos, el primer cuartil, es mayor
que el 25% de estos; el tercer cuartil, mayor que el
75%, y el segundo coincide con la mediana.

cidecd
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EJERCICIOS resueltos

8. Calcula la media en cada caso:

a) 4,6, 8 Soluciones: a) (4+6+8)/3 =6
b) 4,6,8,6 b) (4+6+8+6)= 24/4 = 6
¢) 100, 120, 180, 200 ¢) (100+120+180+200)/4 = 150

9. Calcula la media de los siguientes datos

0 2 3 4 3 1 4 3 3 4 1 3
4 1 3 0 0 3 2 2 1 3 4 1
Solucion:

Sumamos todo y dividimos entre 24, el nimero de datos.

X =229

10. Calcula la media de los siguientes datos
2,4 3 1,1 4 3,5 0,7 0 2,8 3,8 0,2 2,8 1,9
0,6 3,8 3,1 4 2,8 0,2 0,4 3,1 1,5 1,9 1,8 3,1

Solucién: X =219

11. Determina la moda para los datos

2 4 3 0 2 1 1 2 3 3 3 1
1 1 0 1 4 0 1 3 4 0] 1 2
Solucion:

Mo = 1, es el valor que mas veces aparece, 8 en total.

12. Calcula la mediana, el primer y el segundo cuartil de los datos del ejercicio
anterior.

Solucién:

Hacemos el recuento, 024, 128, 224, 3->5 y 4->3, dibujamos barras de colores de
longitudes proporcionales a las frecuencias, valdrian por ejemplo de 4mm, 8mm, 4mm,
5mm y 3mm. Dividimos toda la barra en 4 partes y nos fijamos el color en el que queda la

division.
_ _ [
(U 1l | € ] d

Mediana = 1,5, Xi f Fi N

Q1=1y Q3=3
0 4 4/ 16,667
O bien construimos la tabla y observamos 1 a 12 a0
donde quedan en la ultima columna los valores
25%, 50% y 75%. 2 4 16 66.667
3 5 21 87,5
4 3 24 100
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Desviacion media
Ejemplo
Wil Mi-fi -

2
10 1
15 13
20 4
25 6
o 2

8

355 106,66

_ 106,66

DM=—5

=542

Desviacion tipica

Ejemplo
®ioo i il {K-}{i}z-ﬂ ﬂ-l‘{i2
5 5
m 1
18 1
20 2
28 1
a9
19 385 217368 Lars

[ 217388 _
o= T—W.EB

O bien, como X = 20,26

|:r=\/ 9?;5 - 2026% = 10,69

Coeficiente de variacién
®=12 o=7 o= [5333 5

=110 o=7 o 536 u

®=114825 o0=7 ov= (060 %

cidecd

4. Medidas de dispersion.

Rango y Desviacién media

Las medidas de dispersion indican si los datos estan
mas o menos agrupados respecto de las medidas de
centralizacion.

e Rango o recorrido, es la diferencia entre el mayor
y el menor valor de la variable, indica la longitud
del intervalo en el que se hallan todos los datos.

Aunque el rango da una informacién importante,
resulta mas interesante calcular cuanto se desvian en
promedio los datos de la media.

e Desviacién media, es la media de los valores
absolutos de las diferencias entre la media y los
diferentes datos.

Varianza y desviacion tipica

Es otra forma de medir si los datos estdn o no
proximos a la media y es la mas utilizada.

e La varianza es la media de los cuadrados de las
desviaciones.

e La desviacion tipica es la raiz cuadrada positiva
de la varianza. Para designarla emplearemos la
letra griega “sigma” o.

oo JZICA-00 2 EE o,
n n

Es importante que entiendas el significado de estas
medidas, cuanto mayores sean mas dispersos estaran
los datos.

Los intervalos alrededor de la media de amplitud 2 o
4 veces la desviacion tipica, tienen mucha
importancia en estadistica por el porcentaje de datos
que hay en ellos.

Coeficiente de variacion

Es el cociente entre la desviacion tipica y la media, se
utiliza para comparar las dispersiones de datos de
distinta media.

Por ejemplo, para los datos 4 y 6, el CV=1/5=0,2 y
para 101 y 99 es CV=1/100=0.01. En ambos casos la
desviacion tipica es la misma, pero en relacion a la
media es mas importante en el primero.
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Utilizar la Calculadora cientifica

MODELO 1

Modo estadistico
Primero se ha de elegir el modo estadistico. En
muchas calculadoras se hace pulsando:

[MODE]T - 1
Datos desordenados
A continuacidon hay que introducir los datos, por
ejemplo para 2, 3, 4, 3 teclearemos:

[21[M+] [31[M+] [4][M+] [3][M+]
Y para hacer los célculos:
® Para la media [SHIFT] [;]

® Para la desviacion tipica [SHIFT] [cn]
También se puede sumar todos, o los cuadrados,
o contar el n® de datos introducidos, pulsando
respectivamente:
[SHIFTI[Ex] [SHIFTI[EZx?] [SHIFT][N]

Datos en una tabla

xi fi Se introducen los datos segun la
2 4 secuencia: [21[x1[41[M+]
3 3 [31L x1[31[M+]
4.5 [41[ x1[51[M-+]

Y ahora ya se pueden realizar los célculos como
antes.

Nota: Hay muchos modelos de calculadoras, pero afortunadamente, todas son
trata de averiguar el funcionamiento de

bastante parecidas,

MODELO 2

Modo estadistico e introduccion de datos

Elegimos el modo estadistico (mode stat 1-VAR)
y nos aparece una columna donde introducir
datos, uno tras otro, no importa que vayan
desordenados. Si tuviéramos una tabla con
frecuencias  tendriamos que activar las
frecuencias (Setup frequency on) y rellenar las
columnas. Después del ultimo dato pulsar AC.

Calculos
Pulsando SHIFT STAT nos aparece un menu,
1:type, 2:Data, 3:Edit, 4:Sum, 5:Var

6:MinMax. Con la opcién 5:Var accederemos a
calcular la media, desviacion tipica y cantidad de
datos. Con la opcibn 4:sum las sumas que
habitualmente necesitamos. Con la opcidn
6:MinMax el minimo y el maximo. Y con la
opcion 2:Data podremos modificar los datos
introducidos. ~ ~

la tuya si no

coinciden con éstas, consulta el manual o pregunta a tu profesor.

EJERCICIOS resueltos

13. Calcula el rango y la desviaciéon media de los datos:
8 8 6 10 9 6 7 8 9 7
7 6 6 7 9 5 5 7 10 7
X foxef I _;I £ Solucion:
Lo ! ' El rango oscila entre 8 y 12 con una amplitud de 4.
5 2 10 4,8 Hacemos el recuento.
6 4 24 5.6 La media: x = 147 =74
7 6 42 2,4 20
8 3 24 1,8 Calculamos la desviacion de cada dato respecto a la media,
9 3 27 4,8 en valor absoluto. La media de las desviaciones:
10 2 20 52 DM =240 _ 123
20 147 24,6 20

14. Calcula la desviacién media de los datos tabulados siguientes:

xi fioxefi [ x-x| Solucién:
Calculamos la media:
[0,200) 100 7 700 2831,82
— 22200
[200,400) 300 8 2400 1636,36 X = = 504,55
e U S Completamos la dltima columna:
[600,800) 700 9 6300 1759,09
9054,55
[800,1000) 900 7 6300 2768,18 DM = —a 205,59
Total: 44 22200 9054,55
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15.

a) 200, 250

Solucion:

a)

b)

16.

a)

b)

17.

X =

X

X

250 + 200

175+ 275

=225

=225

EJERCICIOS resueltos

v _(+5+3+2+4+5 26

6

o \/(250 ~225)2 + (200 - 225)2

Calcula la media y la desviacién tipica en

b) 175, 275

2

\/252 + 252
2

o \/(175 —225)% + (275 - 225)2

Calcula la media y la desviacion tipica en:
a) 7,5,3,2,4,5

=4,33
6

72 +52 +3% +22 1 4% + 52

.

6

X

5

g 20+25+20+22+21 108

=21,6

20% + 252 + 202 + 222 +21°

.

Solucion:

5

2

b) 20, 25, 20, 22, 21

- 4,332 = }—128 -18,75 =159

Las desviaciones tipicas son muy similares 1,59 y 1,85
Para comparar calculamos el coeficiente de variacion:
b) Cv=(1,85/21,6)-100= 8,56%

Ahora se puede apreciar que la dispersion es mucho mayor en la distribucion a).

a) CV=(1,59/4,33)-100 = 36,72%

18.

Hi

10
14
20
24
an

19.

cidecd

\/502 + 502
2

-21,6% = \/@ - 466,56 = 1,85

¢Cual de las dos distribuciones anteriores presenta mayor dispersiéon?

Calcula la media y la desviacion tipica de los datos agrupados siguientes:

Xi

5

10

15

20

25

30

fi

9

2

3

5

9

4

=

N T T T O

a2

2 2
M-t RS T K

55 2E99M 12335 *Farma ¥=17,34 U‘:\/

CV=

9,18
17,34

Calculamos previamente la media :

X :% -17,34

17 Forma de calcularla o=- | % =918

-100 = 52,94%

32

¢Cual es el coeficiente de variaciéon de la distribucién anterior?

12325
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=25

=50

_1734°=918
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Para practicar

¢Cuantas personas suponen una
muestra del 5% de una poblacién
de 20.000 habitantes? ;Y de una de
1000 habitantes?.

De una poblacion de 30000
individuos se ha estudiado varias
caracteristicas en 150 individuos.
¢Qué porcentaje del total ha sido
estudiado?

Un veterinario estudia las siguientes
caracteristicas en una muestra de
animales de una granja tipo de
animal, peso, color de los ojos,
temperatura corporal, numero de
comparfieros y metros cuadrados por
animal.

Haz un recuento de los siguientes
datos, un grafico de sectores y otro
de barras. Indica el angulo de cada
sector.

00w
Q0T
coTQo
Q T T O
o0 Qo0
0O 0 90

Haz un recuento de los siguientes
datos y un diagrama de barras con
poligono de frecuencias

3 3 1 1 3 2
3 3 2 1 3 2
2 3 1 1 4 3
2 2 4 4 3 3

Agrupa los siguientes datos en 10
grupos. Agrupa los mismos datos,
ahora, en 5 grupos.

BO@B@NI\)I\)QJ
RPONEPRUITONO®
WU wWwowwo~Num
A~NOPFRPOO®OOO
PrOOOONSNE RN
~AOUIOOOWOOO®

MATEMATICAS

7. Calcula la media en cada caso:

a) 14,16, 18 b) 24, 26, 28, 26
¢) 1000, 1200, 1800, 2000

8. Calcula la media de los siguientes

datos

3 3 1 1 3 2
3 3 2 1 3 2
2 3 1 1 4 3
2 2 4 4 3 3

9. Calcula la media de los siguientes
datos
10 1,5 18 20 16 1
9,5 550 15,5 6,5 4,5 4
8,5 7,5 1,5 15 13 0
20 12,5 7,5 4,5 145 9

10. Determina la moda para los datos

3 3 1 1 3 2
3 3 2 1 3 2
2 3 1 1 4 3
2 2 4 4 3 3

11. Calcula la mediana, el primer y el
segundo cuartil de los datos del
ejercicio anterior.

12. Calcula de desviacién media en cada
caso:

a) 14, 16, 18 b) 34, 36, 38, 36

c) 1000, 1200, 1800, 2000

13. Calcula el rango y la desviaciéon
media de los datos:
23 8 21 24 20
33 20 11 36 13
40 25 30 12 18
40 27 16 26 9

~NoR o

14. Calcula la desviaciéon media de los
datos tabulados siguientes:

[0, 200 100 1 450

[200 , 400 300 3 750

[400 , 600 500 3 150

[600 , $00) 700 2 300

[ 800 , 1000 00 3 1050
cidecd



15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Calcula la media y la desviaciéon
tipica en

a) 2000, 2500

b)1750, 2750

¢) 2500, 2500

Calcula la media y la desviacion
tipica de los datos:
3

AW
NN AR
AN AR
P Wk R
WN DD

1
2
2

Calcula el coeficiente de variacion de
los datos del ejercicio anterior.

Calcula la media y la desviaciéon
tipica de los datos:

25 29 40 9 32
15 35 26 24 16
11 16 37 10 30
35 17 8 40 38

GNDN A

Calcula el coeficiente de variacion de
los datos del ejercicio anterior.

Calcula la media y la desviacion
tipica de los datos agrupados
siguientes:

LR

3]
10
14
20
24
a0

| SN S N T N T e |

Haz los calculos para un millén de
habitantes en cada comunidad.

Tasa de criminalidad. 2006
Infracciones penales por 1.000 hab.

Tasas mas altas

llles Balears 78.8
Comunidad de Madrid 70,8
Comunitat Valenciana 67.5
Ceuta 67.4
Cataluna 65,3

22. De cada millén de viajeros, ¢cuantos

corresponden a cada

sector?

Viajeros que utilizan transporte

interurbano. 2007

Maritimo

: Agreo
bt
:[;E%D 3je) {interior)
! 2,2%
Ferrocarril
29,8%
Carretera
67.5%

Fuentes: INE, REMFE, FEVE, D. Gral. de Awiacian Civil

y D. Gral. de Puertos y Costas

23. ¢Cuantos conductores habia en el
ano 2002? ¢;Cuantos eran hombres y

cuantas mujeres?
Censo de conductores

Varones B Mujeres

Millones

25

20

97 98 99 00 O1 02 03 04 05 06

Fuente: Direccion General de Trafico

24. ;Entre qué afios aumentaron mas

los detenidos por
penales?
Tasa de detenidos

Por cada 1.000 infracciones penales

"

~ il

=

loo To1To2To3loalos! o0l

infracciones

140

130

120

110

100

Fuente: Ministerio del Interior
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= » Para saber mas

El Instituto Nacional de Estadistica
publica periddicamente datos como
estos. Consulta la web. (www.ine.es)

Instituto
Nacional de
Estadistica

Equipamiento tecnoldgico de los hogares

Segun datos de la Encuesta sobre Equipamiento y Uso de las
Tecnologias de Informacion y Comunicacién en los Hogares, en
2007 el 99% de los hogares dispone de teléfono (ya sea fijo o
movil), el 99,5% dispone de television y el 22,8% tiene
recepcion de television digital terrestre (TDT). En una de cada
cinco viviendas con television, alguna de ellas es de pantalla
plana (plasma, LCD). El DVD se halla presente en tres de cada
cuatro hogares, en detrimento del video.

Un 60,4% dispone de algun tipo de ordenador.

Evolucion del equipamiento TIC en viviendas

70

60

50

40

30

20
10

%

2004 2005 (1)

= Algun tipo de ordenador

2006 (1) 2007

=== [isponen de acceso
a internet

Conexion de banda ancha

(I} Primera encuesta bianual

La banda ancha gana adeptos

6,5 millones de viviendas familiares tienen acceso a internet
(un 44,6% del total). El 39% de los hogares disponen de
conexion mediante banda ancha (ADSL, red de cable,...), lo
que supone un incremento de 10 puntos respecto al afio 2006.
El mayor porcentaje de viviendas con acceso a internet se da
en Comunidad de Madrid (56,6%) y Catalufia (51,3%). La
diferencia en puntos porcentuales entre sexos respecto a los
principales indicadores de uso de TIC se reduce en 2007, tanto
en el uso de ordenador como en los usuarios frecuentes; sin
embargo, aumenta en el acceso a

internet. El 60,5% de los varones han usado internet alguna
vez frente a un 54,1% de las mujeres. En la Unién Europea,
los paises que disponen de indicadores TIC superiores a la
media se encuentran, principalmente, en el norte de Europa.
Por debajo de la media, se sitan los paises del area
mediterranea o los que son de reciente ingreso.

202 m MATEMATICAS
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Viviendas que disgonen de
acceso a internet. 2007

4
&

56,6%

y

Espana 44,6%

e

Il 50% o mas
De 45 a 50%

De 35 a 45%
Menos de 35%

Uso de TIC en hogares. 2007

Hegares Personas

con que

acceso compraron

a intermet or internet

(%) (%)

PaisesBajos 83 55
Suecia 79 53
Dinamarca 78 56
Luxemburgo 75 47
Alemania 71 52
Finlandia 69 48
Reino Unido 67 53
Belgica 60 21
Austria 60 36
Eslovenia 58 16
Irlandia 57 33
JE-27 a4 29
Estonia 53 g
Letonia 51 11
Francia 49 :
Eslovaquia 46 16
Espana iy 18
Lituania 44 ]
Italia 43 10
Polonia 41 16
Portugal 40 9
Chipre 39 10
Hungria 38 11
Republica Checa 35 17
Grecia 25 ]
Rumania 22 3
Bulgaria 19 3
Malta : :

: Dato ne disponible

Fuente: Eurostat
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ANEXO

Utilizar la Hoja de Calculo

Introduccion de datos y primeros calculos

A En general, las siguientes opciones estan disponibles en todas
1 3 las hojas de célculo, en particular en la de Openoffice y en Excel.
2 4 v Abre una hoja de célculo e introduce los datos 3, 4, 5, 3, 4,
3 5 6, 3, 3, 4 en la columna A, en Al, A2,... estos valores seran
los datos sobre los que haremos los primeros calculos.
4 3 Los datos estan en el area "A1:A9" de la hoja de calculo.
b 4 Si los datos estuvieran en 3 filas x 3 columnas, empezando por
R = Al, seria "A1:C3".
7 3 Y por ejemplo, si con A | B | C |
el ratén selecciono las 1 3
g 3 celdas de la imagen 2 4
g 4 adjunta, el area que 3 g
cubro es “A2:C3". a 2 ¥

Hay funciones para todas y cada uno los calculos estadisticos que hemos estudiado y
muchas mas que puedes investigar por tu cuenta. Las funciones hacen calculos con los
ndameros del area que se les proporciona.

Veamos como se harian los calculos para los datos que hemos introducido. Haremos los
calculos en la columna C, la B la usaremos para indicar el nombre del calculo que hay a
continuacion.

B26 - e Moda: En la celda C1 introduce Ila
ry B | C formula =moda(A1l:A9).

1 3 Moda 3 Maximo: En C2 escribe =max(A1l:A9)
2 4| Maximo g Minimo: Introduce =min(A1:A9)
3 5 Minimo 3 Rango: =C2-C3
4 3 Hango 3 Suma: =suma(Al:A9)
5 4 Suma 35 Media: =promedio(area) Recuerda lo
3] B Media 3.888888889 que es el area de los datos, A1:A9
[ 3 Mediana 4 Mediana: =mediana(area)
8 3 Cuart@l 10 3 Cuartil 1°. =cuartil(area;1)
J 4 C'—'E”'t_'l 3“ - 4 cuartil 3°. =cuartil(area;3)
10 DESW_E'C!":'” tlpn::_a 1.054092553 Desviacién media: =desprom(area)
11 Desviacion media 0.790123457 L .
o Desviacion tipica: =desvest(area)
Ejercicio

Introduce datos en un area mas grande que la anterior, al menos de 20 celdas y haz
todos los calculos de dos formas, con la hoja de calculo y como lo has estudiado. Si todos
los resultados son correctos esta hoja te vale para cualquier conjunto de datos de ese
tamafo.

cidecd
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ANEXO

Valores aleatorios.

Si en 20 celdas escribimos =aleatorio() (podemos escribirlo en una y copiarlo en las
otras) tendremos 20 datos entre O y 1 aleatorios. Si queremos que sean nUdmeros
comprendidos entre 0 y 20 escribiremos =20%*aleatorio() Y si queremos que no lleven
decimales escribiremos =entero(20*aleatorio()) De esta forma nos inventamos 20
datos para hacer calculos estadisticos.

Contar

Si tenemos introducidos una cantidad grande de datos. Con la funcién =contar(area) nos
da la cantidad de numeros del area (imagina que hay celdas vacias y no es facil contar las
que estan rellenas de niameros).

Si lo que tenemos son datos cualitativos (textos) usaremos =contara(area) para que nos
cuente las celdas ocupadas del area indicada.

Agrupar datos.

e En variable discreta. Si en un area de la hoja de calculo tenemos 20 nimeros enteros
entre 0 y 4, por ejemplo. ;Como podemos contar cuantos de ellos son un 4? Escribiremos
en una celda en blanco =contar.si(area;4). Para contar el resto usaremos en la celda que
nos convenga =contar.si(area;0), =contar.si(area;1l), =contar.si(area;2), ...

. Por ejemplo. En la imagen de la izquierda hay 20
14 |Datos  Marca Frecuencia datos generados aleatoriamente entre O y 4. En la

15 1 4|X1=0 £ columna Marca indico que valores voy a contar en
16 0 0 ¥2=1 2 la siguiente columna, y en la columna frecuencia
_ uso la féormula ‘=contar.si(area;valor)’
17 3 0/X3=2 i escribiendo: =contar.si(area;0), =contar.si(area;1),
18 2 3|X4=3 3 =contar.si(area;2), ...
19 2 3 X5=4 5 Y finalmente compruebo sumando las frecuencias
20 4 4 Suma gue se han contado todos los datos (en la celda
2 2 1 a0 D21 escribo =suma(d15:d19).
27 4 0 Ejercicio. Genera 20 datos aleatorios entre O y 4
273 0 4 y haz una tabla de frecuencias usando la funcién
contar.si Calcula todos los parametros estadisticos
24 2 2 estudiados (rango, maximo, minimo, media,...).

e En variable continua. Si tenemos 100 alturas entre 150 y 200 centimetros en un area de
una hoja de calculo y queremos saber cuantas estan en el intervalo [150,160) usaremos
=contar.si(area;""==150")-contar.si(area;">=160"") ; para el intervalo [160,170)
usaremos =contar.si(area;""=>=160")-contar.si(area;"">=170") y asi para cada uno de
los intervalos.

e En variable cualitativa. Si lo que tenemos es 100 colores y queremos saber cuantos
rojos hay se escribe: =contar.si(area;"rojo")

Clasificar

Segun el tipo de variable que empleemos, usaremos la férmula ‘contar.si’ sobre el area de
datos tantas veces como sea necesario para clasificar todos los datos y nos pueda ser de
utilidad. Asi, para colores usaremos =contar.si(area;"rojo"), =contar.si(area;"verde"), ...
tantas veces como colores tengamos, de forma ordenada, en una columna por ejemplo.
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ANEXO

Ejemplo

Vamos a inventarnos el peso de 50 personas con valores entre 50 y 110. Usaremos la
formula =aleatorio()*60+50, si queremos que sean valores enteros se pone
=entero(aleatorio()*50+50) y la copiaremos en el area A1:E10.

Ahora hay que clasificar los datos. Como todos estan entre 50 y 110 los intervalos tendran
que reflejarlo. Vamos ha realizar dos tablas distintas, una con valores de 20 en 20 y otra
con valores de 10 en 10

Para primera, copiaremos la siguiente tabla en un lugar vacio de la hoja de calculo

Intervalo, marca Frecuencia

[50,70] 60 =contar.si(A1:E10;">=50")-contar.si(A1:E10;">=70")
[70,90] 80 =contar.si(A1:E10;">=70")-contar.si(A1:E10;">=90")
[90,110] 100 =contar.si(A1:E10;">=90")-contar.si(A1:E10;">=110")

Para la segunda, copiaremos esta tabla.

Intervalo, marca Frecuencia
[50,60] 55 =contar.si(A1:E10;">=50")-contar.si(A1:E10;">=60")
[60,70] 65 =contar.si(A1:E10;">=60")-contar.si(A1:E10;">=70")
[70,80] 75 =contar.si(A1:E10;">=70")-contar.si(A1:E10;">=80")
[80,90] 85 =contar.si(A1:E10;">=80")-contar.si(A1:E10;">=90")
[90,100] 95 =contar.si(A1:E10;">=90")-contar.si(A1:E10;">=100")
[100,110] 105 =contar.si(A1:E10;">=100")-contar.si(A1:E10;">=110")
Ejercicio

Genera 100 numeros de 0 a 80 y haz dos agrupaciones en intervalos distintas. Por
ejemplo, una de 10 en 10 y otra de 20 en 20.

Gréficos

. . . 14 4
Sencillo y sin etiquetas. Basta con

seleccionar el area de las
frecuencias de los datos y crear el
grafico pulsando en graficos del
mend insertar. Después podemos 10
elegir el tipo de grafico que
queremos, y el aspecto de este 8
entre una gran variedad de opciones
que incorporan todas las hojas de g 4
célculo.

12

Con etiquetas: Lo mas sencillo es 4 4
utilizar la primera fila o primera
columna para las etiquetas. En las 2
opciones del grafico habra que
activar y/o desactivar la que 0
corresponda con la forma de 55 g5 75 a5 a5 105
presentar los datos en la hoja.

Ejercicio
Haz dos graficos diferentes, uno para cada una de las distribuciones del ejercicio anterior.
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| Recuerda
_*%¥ Jo mas importante

Muestra

Rt
g% it

N°® de hermanos: 432312020123124
0114114042041

Poblacion

Recuento de datos:

Wi fi widi fipe-T) S

o 5 0 0

1 8 & 637
= 6 12 0,06
s 3 9 367
4 6 24 2664

Total 28 53 54,67

Gréficos de sectores y barras

$
.
L

R

Media y moda

Media = X = 2> - 1.89
28

Moda = Mo =1

Cuartiles y mediana

o T | | 4
Me=2, Q1=1, Q3=3
Rango.

De 0 a 4, de amplitud 4
Desviacion tipica

G- /54.67 _1.39
28

Coeficiente de variacion
Cv=1,39/1,89=0,73 =73%

Variables estadisticas:
e Cualitativa, color preferido;
o Cuantitativa discreta, n°® de hermanos

e cuantitativa continua, altura.

Altura: 172 162 147 184 140 156
153 186 157 189 162 175 162 158 163
150 152 163 151 182 146 154 163 170
183 162 176 167 168 165

Intervalo Xi £ xfi | O -x)F
[140,150) 145 3 435 1200
[150,160) 155 8 1240 800
[160,170) | 165 | 10 | 1650 0
[170,180) 175 4 700 400
[180,190) 185 5 925 2000

Total | 30 | 4950 4400

Media:
x= 3950 _ 165
30

Varianza y Desviacion tipica:

52 = 4400

=146,67 c =4146,67 =12,11

Coeficiente de variacion:
Cv=12,11/165 = 0,073 = 7,3%

Histograma y poligono de frecuencias:

/

145 155 165 175 185
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Autoevaluacion >

1. Haz un recuento de los datos siguientes

—& L LD P
— e L L
[EN RN SR L |
— B L e
La) = R —
L B — L

2. Haz un gréfico de barras para los datos anteriores.

3. Calcula la media de los datos dados por la tabla
Ko

e L R —
[ I S Y

4. Calcula la mediana de los datos anteriores.

5. Calcula el primer cuartil de los datos del ejercicio 3

6. Calcula el tercer cuartil de los datos del ejercicio 3

7. Calcula en rango de los datos del ejercicio 3

8. Calcula la desviacion media de los datos anteriores

9. Calcula la desviacion tipica de los datos del ejercicio 3

10. Calcula el coeficiente de variacion para los datos del
ejercicio 3
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Soluciones de los ejercicios para practicar

a) 400 b) 50 10.
0,5%

o . . 11.
V- cualitativa: tipo animal, color de
0jos.
V. cuantitativa discreta: nimero de 12.
compaferos.

V. cuantitativa continua: peso,
temperatura y metros cuadrados.

13.

4. a>7,b>6,c>6yd>5
[ | I 14.
abcd 15.

5. 0-0, 125, 226, 3210, 423

17.

6. En 10: 153, 256, 35, 45, 555,
6>13, 754, 8>2, 957 y 1054 . 18.
En5: (162)>9, (364)>10, (56

Mo = 3, es el valor que mas veces
aparece, 10 en total.

1->5, 226, 3210y 4->3.
Mediana = 3, Q1=2 y Q3=3

a) (2+0+2)/3 = 1,3333...
b) (2+0+2+0)= 4/4 = 1
¢)(500+300+300+500)/4 = 1600/4=400 :

El rango oscila entre 1 y 40 con una
amplitud de 39. X =20,58, DM=8,92

__2700

e =225

O

a) X=2250 =250
b) X =2250 c =500
c) X =2500 c=0

Media = 2,58 D. tipica = 1,21

CV = 1,21/2,58 = 0,46

X =21,08 y o =12,98

CV=0.62

X =1558 y o =9,68

78800, 70800, 67500, 67400 y 65300

Carretera 67500, aéreo 22000, maritimo
5000 y ferrocarril 298000

Aproximadamente 22.000.000, ;
de los que hombres son 14.000.000y
mujeres 8.000.000

6)>18, (7 u 8)>6 y (9 6 10)>11 19.
7. a) (14+16+18)/3 = 16 20.
b) (24+26+28+26)= 104/4 = 26 21
c) (1000+1200+1800+2000)/4=1500 :
_ 22.
8. X =246
9. X=977 23.
Soluciones AUTOEVALUACION
®x 01 2 3 4
1 fi | 6510 3 5. Q1=1
1 - — 6. Q3=3
|
e 7. rango=3
4 - ——
5 024681012 € [Bhi= o1
T 9. o=124
3. x=217
10.Cv=0,571
4. Me= 2

cidecd
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Objetivos

En esta quincena aprenderas a:

Distinguir los experimentos
aleatorios de los que no lo
son.

Hallar el espacio muestral y
distintos sucesos de un
experimento aleatorio.

Realizar operaciones con
sucesos.

Determinar si dos sucesos son
compatibles o incompatibles.

Calcular la probabilidad de un
suceso mediante la regla de
Laplace.

Calcular probabilidades
mediante la experimentacion.

Conocer y aplicar las
propiedades de la
probabilidad.

Probabilidad

Antes de empezar

1.Experimentos aleatorios ................. pag. 212
Espacio muestral y sucesos
Técnicas de recuento
Operaciones con sucesos
Propiedades

2.Probabilidad ...............ccocoeviiiiiiii, pag. 215
Probabilidad de un suceso
Regla de Laplace
Propiedades de la probabilidad
Probabilidad experimental
Simulacién

Ejercicios para practicar

Para saber mas

Resumen

Autoevaluacion

Actividades para enviar al tutor

cidecd
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Antes de empezar

"En el fondo la teoria de la
probabilidad es s6lo sentido comun
expresado con nimeros".

Pierre Simén de Laplace

2,
3,
4
5.
5.
7.
8
-
10
11
12

-

I.,- 'I.,-'
Ll L] "wh
Ll Ll

Investiga jugando

Se tiran dos dados, la ficha cuyo namero coincide con la suma de los resultados
avanza una casilla. ¢Todas tienen la misma probabilidad de ganar? , ¢por cual
apostarias?, tira los dados y compruébalo.

¢Sabias que la palabra azar procede del arabe “al
zhar”, nombre con el que se designaban los dados
por la flor de azahar que llevaban en sus caras.
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1. Experimentos aleatorios

Espacio muestral y sucesos

Un experimento aleatorio es aquel que antes de
realizarlo no se puede predecir el resultado que se va
a obtener. En caso contrario se dice determinista.

Aunque en un experimento aleatorio no sepamos lo
que ocurrirda al realizar una "prueba" si que
conocemos de antemano todos sus posibles
resultados.

e El espacio muestral es el conjunto de todos
los resultados posibles de un experimento
aleatorio. Se suele designar con la letra E.
Cada uno de estos posibles resultados se llama
suceso elemental.

e Llamaremos suceso a cualquier subconjunto
del espacio muestral. ElI mismo espacio
muestral es un suceso Illamado suceso
seguro y el conjunto vacio, @, es el suceso
imposible.

@: simbolo con el que se designa el conjunto
vacio o que no tiene ningln elemento.

Técnicas de recuento

En muchas ocasiones un experimento aleatorio esta
formado por la sucesidon de otros mas sencillos, se
dice compuesto, es el caso de "tirar dos dados"”,
"lanzar dos o mas monedas", "extraer varias cartas
de una baraja",...

En estos casos para obtener el espacio muestral se
puede utilizar alguna de estas técnicas:

e Construir una tabla de doble entrada, si se
combinan dos experimentos simples.

e Hacer un diagrama de arbol, mas dutil si se
combinan dos o mas experimentos simples.

Observa que si el primer experimento tiene m
resultados distintos y el segundo n, el niumero de
resultados para la combinacibn de ambos
experimentos es m-n.

212 m MATEMATICAS 3° ESO

En el experimento aleatorio de “tirar un
dado cubico” hay 6 posibles resultados:

Espacio muestral

';]- “salir impar”
B= { v S } "salir maitiplo de 3"

C= {‘..:::‘ } “salir un 6"

En el experimento aleatorio de “lanzar
dos monedas” hay 4 posibles resultados:

Espacio muestral

E={ @@ PO VO VY}
AlgUNOSs SUCESOS:
“al menos

A= { ty @:’ @ »} ..._,:t.y} una cara"
B= { “y’w 3 ,y.r} "la1® es cara"

C= { S A } "ninguna es cara"

TABLA de doble entrada
Experimento: Tirar dos dados

g(1.1/1.2 1.3 14 1.5 1.6
2112223 2425 28
W 3132 333435 36
S 4.1 4.2 43 44 45 46
185283 54 56856 06536

. resultados
61 6.2 6,3 64 65 6.6

Diagrama de ARBOL
Experimento:

Lanzar tres monedas o !.y xy L
- ~X @99
e c®9®
r ' - ¥
~X@ 9
_~C ¥ R
{_,_,C < .
- X\ SW D
_ X £ 5
2:2:2=8 B cII
resultados s Il



Experimento aleatorio:

Extraer una

bola y anotar el nUmero.

¥

A={1, 2, 3, 4, 5}
B={2, 4, 6, 8, 10}

2

B="salir par”
A={2, 4, 6}
B={1, 2, 3}

AUB={1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 10}

ANB={2,4}

C="salir cuadrado perfecto”
D="salir n°® primo”
Ay B incompatibles

9
2 @ 2
99
10
v 9/ @
Al ¥ B
9
2 @ 2
P
)
Y ye'v z
AuB ANnB

={6, 7, 8, 9, 10}

B={1,3,5,7, 9}

ANB={7,9r=AUB

cidecd

AUB={1,3,5,6,7,8,9 10} =ANB

Operaciones con sucesos

Dados dos sucesos A y B de un espacio muestral E,
llamaremos:

e Suceso contrario de A al que ocurre cuando
no ocurre A, lo indicaremos A .
Lo forman los sucesos elementales que no estan en A.
e Suceso union de Ay B, AUB, es el que ocurre
cuando ocurre A o B, al menos uno de los dos.
Se forma juntando los sucesos elementales de A y B.

e Suceso interseccion de A y B, AnB al suceso
que ocurre cuando ocurren Ay B a la vez.
Se forma con los sucesos elementales comunes .

Cuando la interseccién de dos sucesos es el suceso
imposible, es decir que no pueden ocurrir
simultaneamente nunca, se dice que ambos son
incompatibles.

Ay B incompatibles si ANB=0

Atencion: No hay que confundir los sucesos contrarios y los
sucesos incompatibles; un suceso y su contrario siempre
son incompatibles, no pueden ocurrir a la vez, pero dos
sucesos incompatibles no tienen por qué ser contrarios.

Propiedades de las operaciones con sucesos

La uniébn e interseccibn de sucesos y el suceso

contrario cumplen:

e La unién de un suceso y su contrario es el
suceso seguro; la interseccion es el suceso
imposible.

AUA=E ANA=0
e El contrario de A es A

e El contrario de la unién es la interseccion de
los contrarios.

(AuB):ng

e El contrario de la interseccién es la unién de
los contrarios.

(AmB):Kug
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EJERCICIOS resueltos

Indica cuales de los siguientes experimentos son aleatorios y en caso afirmativo
halla su espacio muestral:

a) Extraer una carta de una baraja espafiola y anotar el palo.

b) Pesar un litro de aceite.

¢) Medir la hipotenusa de un triangulo rectangulo conocidos los catetos.

d) Elegir sin mirar una ficha de dominé.

e) Averiguar el resultado de un partido de fatbol antes de que se juegue.

f) Sacar una bola de una bolsa con 4 bolas rojas.

g) Sacar una bola de una bolsa con 1 bola roja, 1 verde, 1 azul y 1 blanca.

h) Lanzar al aire una moneda y observar el tiempo que tarda en llegar al suelo.
SOLUCION: Son aleatorios, puesto que no podemos conocer de antemano el resultado los

siguientes:
a) Espacio muestral: E={OROS, COPAS, ESPADAS, BASTOS}

d) El espacio muestral esta formado por cada una de las 28 fichas que componen el dominé

e) Espacio muestral: E={1, X, 2}
g) Espacio muestral: E={ROJA, VERDE, BLANCA, AZUL}

Calcula las posibilidades mediante un diagrama de arbol:

a) En un equipo de futbol-sala disponen para
jugar de pantalones blancos o negros, y de
camisetas rojas, azules o verdes. ¢(De cuantas
maneras se pueden vestir para un partido?

a) -

b) Se tira una moneda y un dado, ¢cuales son

los resultados posibles? raja

c) Se tira una moneda, si sale cara se saca una azu
bola de la urna A que contiene una bola roja,
una azul y una verde; y si sale cruz se saca de
la urna B en la que hay una bola roja, una
azul, una blanca y una negra. Escribe los

posibles resultados.

T werde

b)

d) Marta y Maria juegan un campeonato de
parchis, vence la primera que gane dos
partidas seguidas o tres alternas. (De cuantas
maneras se puede desarrollar el juego?

d) Marts
,-“"- Macta .
Harts 1 B
./ ._,.r-l.|rf-1(; Marts ,::-:%5' .
/ SR \\‘Hi“\' *T'-H .
’,;" Tt dmcl
™~ Maria —
{._ ~Marta
\ / ~Marta i
%, Marta < M ¢
b N -~ - Lo P .
\ ) ™~ Mam3a « H"FFEH I-.\\-'j
Marig A
.\\‘*H::u c) ._
Macim
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suceso contrario a S?

S = “Las dos son de oros”

S = “Ninguna es de copas”

SEEEREENFMN
9 LR TY
£ 13 D 0 S A Y

EJERCICIOS resueltos

3. Considera el experimento aleatorio de extraer una carta de la baraja. Expresa con
uniones e intersecciones de A y de B, o con el contrario, los siguientes sucesos:

B 1 2 0K sl B B Y £ Y
K 1 Y

a) A="salir figura” B="salir bastos”
“Que salga figura o sea de bastos” = AuUB

b) A= “salir un rey” B="salir copas”
“Salir copas pero que no sea rey” =AnB

c) A="salir un as” B="salir oros”
“Que no salga un as ni de oros” =AnNB

d) A="salir un rey” B="salir espadas”
“Salir el rey de espadas” = AnB

4. Se extraen dos cartas de la baraja y se mira el palo. Indica cual, a, b 6 c, es el

En el primer caso la
solucién es la opcion
c, lo contrario de que
las dos sean de oros
es que al menos una
no lo sea.

En el segundo, b es
la opcién correcta.

a) “Ninguna es de oros”
b) “Al menos una es de oros”
¢) “Al menos una no es de oros”

a) “Las dos son de copas”
b) “Al menos una es de copas”
¢) “Al menos una no es de copas

1 fr
.1634 .II,‘th : 1

1 -
| | % N

2 1899 |0,17 P( w el )"?
| I e

31602 |06

41627 |0.163

5 1670 0,167

6 1718 0,172

10000

1 2 3 4 5 6

Al tirar un dado muchas veces, las
frecuencias relativas de cada cara se
estabilizan en torno a 1/6.

s

.
."Euu

-259 [0,026 r
804|008 : -’

1371 | 0,137 1 3 s
| P(1)= -, P25, PO -

7 9 11
T P{d)= =, P{5)=—— , P{6)=—
2481 (0,248 36 36 36

o W N -

3133|0313

10000

1 2. 3 4 5 B
El gréfico muestra las frecuencias
relativas de cada resultado obtenido al

tirar dos dados y elegir el n® mayor, al
repetir el experimento muchas veces.
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2. Probabilidad

Probabilidad de un suceso

La probabilidad de un suceso, S, indica el grado de
posibilidad de que ocurra dicho suceso. Se expresa
mediante un nimero comprendido entre O y 1, y lo
escribimos P(S).

Si P(S) esta proximo a O el suceso es poco probable y
sera mas probable cuanto mas se aproxime a 1, que
es la probabilidad del suceso seguro, P(E)=1.

Cuando se repite un experimento aleatorio muchas
veces, la frecuencia relativa con que aparece un
suceso tiende a estabilizarse hacia un valor fijo, a
medida que aumenta el ndmero de pruebas
realizadas.

Este resultado, conocido como ley de los grandes
numeros, nos lleva a definir la probabilidad de un
suceso como el numero hacia el que tiende la
frecuencia relativa al repetir el experimento muchas
veces.
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La regla de Laplace

Cuando dos sucesos tienen la misma probabilidad de
ocurrir al realizar un experimento aleatorio se dicen
equiprobables.

Si en un espacio muestral todos los sucesos
elementales son equiprobables, el experimento se
dice regular y la probabilidad de un suceso cualquiera
A, se puede calcular mediante la Regla de Laplace,
segun la cual basta contar, y hacer el cociente entre
el n° de sucesos elementales que componen A y el n°®
de sucesos elementales del espacio muestral.

Se suele enunciar asi:

n° casos favorables

P(A) =
(A) n° casos posibles

EJEMPLO: En una urna hay 10 bolas numeradas del 1 al 10,
se extrae una al azar. Casos posibles: 10

v' ¢Cudl es la probabilidad de que
sea un n° par?
1 Casos favorables: 5

@

2 Y 8 P(n° par):% =05
1
6 4 v' ¢Cuadl es la probabilidad de que
sea un n°® mayor que 6?
3 2 Casos favorables: 4

P(n°® mayor que 6):% =04

Propiedades de la probabilidad

Al asignar probabilidades mediante la regla de Laplace
o utilizando la frecuencia relativa puedes comprobar
que se cumple:

e O0=<P(A)=<1. La probabilidad de un suceso es
un nimero comprendido entre Oy 1.

e P(E)=1, P(©)=0. La probabilidad del suceso
seguro es 1 y la del suceso imposible 0.

e La probabilidad de la unibn de dos sucesos
incompatibles es P(AUB)=P(A)+P(B).

Ademas, de estas propiedades se deducen estas otras
que resultan muy utiles para calcular probabilidades:

P(A)=1-P(A)
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)
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En el experimento de lanzar tres
monedas, hay 8 casos posibles:

i,y 1._;) i.y A="salir tres caras”
2 om 4 Casos favorables: 1
@ Y'Y 1
. P P(A) ==
(CYRNERY 8
~ - . B="salir dos caras”
W 'Y Casos favorables: 3
- 2 _ 3
oW PB)= s
%) .0 c="al menos una cara”
by Casos favorables: 7
o'W pC)= 7
DI I 8
Se tiran dos Y9999
dados y se s 1 2 3 4 5 6
gligle eI’mayor Ql2(2(2¢]5]6
e los nimeros : =1 '
obtenidos. F 218184158
G444 /4/45 8
Hay 36 casos @ 5 5 5 5 5 6
posibles. &9 666|666
1 3 5
P(1)=— P(2)=— P(3)=—
@ 36 @ 36 (©)] 36
7 9 11
P(4)=— P(5)=— P(6)=—
@ 36 ©) 36 (6) 36
A="Sacar un n® menor que 5”
B="Sacar un n°® multiplo de 5”
Ay B incompatibles
P(A)=0,4
P(B)=0,2 v -
P(AUB)=0,6 9 @ 8
P(AUB)=P(A)+P(B) ¥
e z
A="Sacar un n® menor que 5”
B="Sacar un n®par”
Ay B compatibles
P(A)=0,4
P(B)=0,5
P(AnB)=0.2
P(AuB)=0,7

¥ p(AB)=R(A)+P(B)-P(AnB)

A="Sacar un n® menor que 5”

P(A)=0,4
) 2 o
P(A)=0,6 -

L _ 9 @ o
ANA=C AUA=E o
— ¥/ @
P(A)=1-P(A)\ & 9
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1 Moneda trucada
.

r -P(C)=0,6
c -P(X)=0,4
u
e
- ] f fr

]
M= cara |3000 | 0,602
L | | cruz | 1991 0,398
! 1
'

i ‘ | Total de
v ‘ | tiradas: 5000

C X

1
F 1
r — T l r
L 1)/1924 0096
u | 22017 (0,101
n | 3|1962 o098
c 41993 0,1

¢ EE22EIE W1
- [ 5|2054 |um T
_ 6 | 10050 [0,503 —
¢ 1

" Total de
a | tiradas: 20000
t
! =

0.2932063716784

RAD

Probabilidad experimental

La ley de Laplace nos permite calcular la probabilidad
de sucesos regulares, pero si la experiencia es
irregular desconocemos la probabilidad de cada uno
de los casos, entonces es preciso recurrir a la
experimentacion.

La probabilidad experimental es la probabilidad
asignada a un suceso mediante el calculo de la
frecuencia relativa del mismo al repetir el
experimento muchas veces.

Cuanto mayor es el numero de pruebas realizadas
mas se aproxima el valor obtenido al valor
desconocido de la probabilidad teérica. El nimero de
pruebas a realizar dependera del experimento y del
n° de sus posibles resultados.

Observa los ejemplos de la izquierda.

v. Una moneda esta trucada de manera que la
probabilidad de salir cara no es la misma que la de salir
cruz, para averiguar estas probabilidades se ha lanzado
muchas veces obteniendo los resultados de la tabla.
A la vista de éstos asignaremos a “salir cara” la
probabilidad 0,6 y a “salir cruz” 0,4.

v Un dado esta cargado de forma que la probabilidad de
una de sus caras es cinco veces la de las demas. ¢De
qué cara se trata?. ¢Cudl es su probabilidad?.
Al repetir el lanzamiento muchas veces se observa que
la cara cargada es la del n® 6, su probabilidad es 0,5 y
la del resto de las caras 0,1.

Simulacion de experimentos

En muchas ocasiones realizar un experimento
aleatorio un numero elevado de veces no resulta facil,
entonces recurrimos a la simulacion.

Simular un experimento aleatorio consiste en
sustituirlo por otro mas sencillo y capaz de reproducir
los mismos resultados.

Las calculadoras cientificas disponen de la tecla
RAND, RAN# 6 RANDOM que al activarla, genera un
numero al azar comprendido entre O y 1, llamado
numero aleatorio. Estos nimeros resultan de gran
utilidad en la simulacién de experimentos.

Para simular el lanzamiento de un dado con la calculadora y

a8 ae e estos numeros.
a8 L F K L
SEasanssans anes En tu calculadora pulsa sobre la tecla
#¢ = wsas » » rand, ran# o random, multiplica por 6
.ee » o -
& ‘® g'tas (n® de resultados) el numero que
P-4 q . aparece, toma la parte entera y sumale
L s N #® g ees 1, yaque los resultados van de 1 a 6.
LT ] &8 ';! )
~ -t ent(0,2932063716784:6)+1=2
a8 = L X  J
t'] * L e »
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EJERCICIOS resueltos

5. La ruleta es un conocido juego de los casinos.
Consiste en una rueda equilibrada, dividida en 37
casillas numeradas del 0 al 36. El O es de color verde
y si sale gana la banca.

Hay diferentes tipos de apuestas, a un numero soélo, a
“par” o a “impar”, a “rojo” o a “negro, a “passe” (n°>18) o
a “falte” (n°<18), a una columna, ...

Calcula las siguientes probabilidades:

MANQUE

]

=
=]
-

1 w18
a) P(17)—3—7 b) P(“impar )—3—7
c) P(“2=2 columna")=—12 d) P(“par y rojo")=—8
37 37
e) P(“impar y faIte")=—9 e) P(“rojo”)= L]
37 37

6. En la dltima evaluacién, en mi clase aprobaron las Matematicas el 67% Yy el Inglés
el 63%, el 38% aprobaron las dos asignaturas. Elegido un estudiante de la clase al
azar, calcula la probabilidad de que:

a) Haya aprobado alguna de las dos b) No haya aprobado ninguna de las dos
¢) Haya aprobado sélo las Matematicas d) Haya aprobado s6lo una de las dos
P(M)=0,67 P(1)=0,63 P(AnB)=0,38
M

a) “Alguna de las dos” es el suceso union,
P(MUI) = P(M)+P(1)-P(MnI) = 0,67+0,63-0,38 = 0,92

b) No aprobar ninguna es el suceso contrario a aprobar alguna
de las dos (al menos una).
P(alguna de los dos) = 1 — 0,92 = 0,08
8 _
- = c) P(“solo M) =P(Mnl)=0,67 — 0,38 = 0,29
Hacer un diagrama facilita mucho

la resolucién del problema. ) P(“solo M 6 solo I”) = 0,29 + 0,25 = 0,54 (6 0,92 — 0,38)

7. Al tirar una chincheta puede caer con la punta hacia arriba o hacia abajo. Para
averiguar la probabilidad de cada uno de estos sucesos, se ha realizado el
experimento muchas veces obteniendo los resultados dados en la tabla. A la vista
de ellos, ¢qué probabilidad asignarias al suceso “caer con la punta hacia abajo”?

N° de tiradas 10 50 100 500 1000
Punta hacia arriba 7 29 65 337 668

En la tabla se observa que la frecuencia relativa del suceso “caer
con la punta hacia arriba” tiende a 0,67.

Caer con la “punta hacia abajo” es el suceso contrario, se puede
considerar P(“punta hacia abajo”) = 1- 0,67 = 0,33

Carrera con dados

P(2)=1/36 oo Comprueba que la ficha con mas
Clilly Tty il Chtey Gy Tl P(3)=2/36 probabilidad de ganar es la n® 7
Sy Lo e Tl L e o
v VY Y VY VY VY E(g)fggg
YL YLe Y L9505
Saic Gatt Gapnda Aty Sapids s P(8)=5/36
pessEeseeees o
e Sl N Wiyl Wl Wiy P(10)=3/36

T Y T L N T P(11)=2/36
GUHYHLHGGeHy [T
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(\ . Para practicar

. Elegimos una ficha de dominé al azar,
a) Describe los sucesos:

A="sacar una ficha doble”

B="sacar una ficha cuyos numeros
sumen 5 6 multiplo de 5”

b) Escribe AUB y AnB

. Escribe el espacio muestral del
experimento resultante de tirar 3
monedas. Considera los sucesos:

A="Salir una cara”
B="Salir al menos una cara”

Escribe AuB, A~B vy el
contrario de B.

suceso

. En una urna hay 15 bolas numeradas
del 1 al 15, se extrae una de ellas;
considera los sucesos:

A="Sacar un n° par”
B="Sacar un multiplo de 4~
Escribe AUB y AnB.

. Lanzamos un dado dodecaédrico y
anotamos el n° de la cara superior.
Describe los sucesos:

A="Sacar un n° par”
B="Sacar un n® mayor que 5”

Escribe ANB, AnB y AnB

. En una caja hay 5 bolas rojas, 4
verdes y 3 azules. Se extrae una bola
y se anota el color, calcula Ila
probabilidad de que sea verde.

. Se elige al azar un n°® entre los
primeros 50 naturales (a partir del 1).
Calcula la probabilidad de los sucesos:

A="salir un n® mayor que 4 y
menor que 177”.

B="Salir un cuadrado perfecto”

. De una baraja espafiola se extrae una
carta, calcula la probabilidad de los
SUCEesos:

A="Salir bastos”
B="No salir ni bastos ni as”

8.

10.

11.

12,

13.

14.

Lanzamos dos dados y nos fijamos en
la menor de las puntuaciones. Calcula
la probabilidad de que sea un 3.

. Encima de la mesa tenemos las cartas

de una baraja que aparecen abajo,
sacamos otra carta y nos fijamos en
su ndmero, calcula la probabilidad de
que la suma de los numeros de las
tres cartas sea 15.

»d rd rd |
L"ﬂ P-Gl-ﬁ|

o

Extraemos una ficha de dominé,
calcula la probabilidad de que la suma
de los puntos sea menor que 7.

Con un 1, un 2 y un 3, formamos
todos los numeros posibles de 3
cifras. Elegimos uno al azar, ¢qué
probabilidad hay de que acabe en 3?.

Al girar la ruleta de la figura, calcula
la probabilidad de que salga rojo y
mayor que 3.

La probabilidad de un suceso es 0,21,
calcula la del suceso contrario.

La probabilidad de un suceso A es
P(A)=0,55, la de otro suceso B es
P(B)=0,45 y la de la interseccion de
ambos es P(AnB)=0,20. Calcula la
probabilidad de AUB.

cidecd
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

220

Considera dos sucesos A y B de un
experimento aleatorio. Si P(A)=0,37;
P(AuB)=0,79 y P(AnB)=0,06; calcula
la P(B).

Un dado esta trucado de manera que
la probabilidad de sacar un n° par es
0,67; ademas P(1)=P(3)=P(5).
Calcula la probabilidad de sacar un 5.

En una urna hay bolas blancas y
negras.

Maria dice: “La probabilidad de sacar
una bola blanca es 5/26”

Sergio dice: “La probabilidad de sacar
una bola negra es 11/13”

a) Pueden ser correctas
afirmaciones?

b) Si Maria tiene razén, ¢cual es la
probabilidad de sacar una bola negra?

ambas

En un restaurante ofrecen un menu
que consta de primer plato a elegir
entre ensalada, pasta o legumbres;
un segundo plato a elegir entre carne
0 pescado; y postre a elegir entre
fruta o helado. Ana elige su menu al
azar, calcula la probabilidad de que
coma:

a) Ensalada, carne y fruta.
b) Pasta y pescado.
Sugerencia: haz un diagrama de arbol

Llevo en el bolsillo 2 monedas de 50
céntimos, dos de 20 céntimos y dos
de 10 céntimos. También llevo un
agujero por el que se me caen dos y
las pierdo. Calcula la probabilidad de
haber perdido:

a) 1 euro

b) Menos de 40 céntimos.

c) Mas de 50 céntimos.

Sugerencia: haz una tabla de doble entrada

En un instituto el 66% de los
estudiantes son aficionados al fatbol y
el 42% lo son al baloncesto. Hay un
27% que son aficionados a ambos
deportes. Calcula la probabilidad de
que elegido un estudiante al azar no
sea aficionado al fatbol ni al
baloncesto.

MATEMATICAS 3° ESO

21.

22,

23.

24,

A una reunion asisten 32 hombre y 48
mujeres. La mitad de los hombres y la
cuarta parte de las mujeres tienen 40
anos o mas. Elegida una persona al
azar calcula la probabilidad de que:

a) sea mujer y menor de 40 afios

b) sea menor de 40 afios.

Sugerencia: Completa la tabla
<40

40 0 mas

- HOMBRE 32
- MUJER 48

He perdido algunas cartas de una
baraja. Si de entre las que me quedan
saco una al azar, la probabilidad de
que sea de copas es 0,20, de que sea
un rey es 0,13 y de que sea un rey o
de copas es 0,30. (Esta el rey de
copas entre las cartas que me
quedan?.
Sugerencia: Calcula la
probabilidad de la interseccion

A un humedal llegan todos los afios
bandadas de grullas en su camino a
zonas célidas. Para observar cuantas
hay, se ha capturado y anillado una
muestra de 40 grullas. Posteriormente
se observan 50 de las que 3 llevan
anilla, ¢cuantas grullas estimaremos
que hay?.
Sugerencia: La probabilidad de que una
grulla esté anillada sera la misma en
todas las muestras , y la calculamos a
partir de la frecuencia relativa.

Se supone que la probabilidad de
acertar al tirar un dardo en cualquier
punto de la diana es la misma. Calcula
la probabilidad de acertar en la zona
de color verde.
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Para saber mas ﬁr

Probabilidad y genética Gregor Mendel (1822-1884), fue un monje y naturalista
Las |eyes de Mendel nacido en Heizendorf (actual Hyncice, Republica Checa).

A través de sus trabajos, que llevo a cabo con distintas
variedades de la planta del guisante, fue el primero en describir las leyes que rigen la
herencia genética. Para ello aplica la probabilidad como describe en su obra "La Matematica
de la herencia".

Al cruzar dos lineas
puras, distintas para
algun carécter, el 100%
de los descendientes son
iguales entre si e iguales

| combiné guisantes de distinto E]‘
marillo y verde) y distinta

2% generacion al parental dominante.
RA RA (12 Ley de Mendel)

n | Q| Q

n |QQ

— En la 32 generacion:
3% generacion 9

RA Ra TrA ra

P(amarillo Iiso):i
16

. 3
P(amarillo rugoso)=—
( goso) 16

COLOR  TEXTURA "
A: amarillo R: liso dominantes
a:verde  rirugoso recesivos ra

P(verde Iiso)=i
16

00060

000
0000

1
P(verde rugoso)=—
( goso) 16

Probabilidad condicionada
¢ Dependientes o independientes?

En ocasiones la probabilidad de un suceso varia si se calcula con
la condiciéon de que ha ocurrido otro anteriormente.
Imagina que jugando a la ruleta sabemos que no ha salido el O,
podemos considerar entonces que P(par)=1/2.
= Si ademas sabemos que ha salido “rojo”
n° resultados pares y rojos 8

P(par sabiendo que es rojo)= =
® q 10) n° resultados pares 18

Con esta condicion la probabilidad de “par” ya no es %, los
sucesos “par” y “rojo” son DEPENDIENTES.

= Pero si sabemos que ha salido “passe”

n°resultados paresy passe _ 9
n° resultados pares 18

P(par sabiendo que es passe)=

La probabilidad de “par” sigue siendo %2, no ha cambiado, los
sucesos “par”’ y “passe” son INDEPENDIENTES.
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. Recuerda

{ N 1o mas importante

Espacio muestral y sucesos

Experimento aleatorio, el que no se
puede predecir el resultado.

Espacio muestral conjunto de todos los
resultados posibles.

Llamaremos suceso a cualquier
subconjunto del espacio muestral.

Sucesos incompatibles si no se pueden
realizar a la vez.

Operaciones con sucesos

Un diagrama de arbol
facilita la construccién del -

espacio muestral en Al \j'
experimentos compuestos.

] I_r"_k

e —

1°: m resultados "rd# “j
2°: n resultados .- AT

Total: m-n resultados

e Suceso unién de Ay B, AUB, es el que ocurre cuando ocurre A o B, alguno de los dos.

e Suceso interseccioén de A y B, AnB, suceso que ocurre cuando ocurren Ay B a la vez.

e Suceso contrario de A al que ocurre cuando no ocurre A, lo indicaremos A .

A A

AUB AnB

A

Calcular probabilidades

En experimentos regulares, cuando los
sucesos elementales son equiprobables,
con la Regla de Laplace

n° casos favorables
n° casos posibles

P(A) =

Si el experimento no es regular se recurre
a la experimentaciéon, tomando Ila
probabilidad de A como su frecuencia
relativa al repetir el experimento muchas
veces.

\

Propiedades de la probabilidad
e O<P(A)<1.
e« P(E)=1, P(@)=0.
e P(A)=1-P(A)

Probabilidad de la union

= Ay B incompatibles:
P(AUB)=P(A)+P(B)

= A'y B compatibles:
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)
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aprueban suspenden
Grupo A 15 6
Grupo B 16 13

cidecd

10.

Autoevaluacion TSy )
| R

. Escribimos cada una de las letras de la palabra

ALEATORIO en un papel y sacamos una al azar. Escribe
el suceso “salir vocal”

Escribe el suceso contrario del calculado en ejercicio
anterior.

. En una bolsa hay 100 bolas humeradas del O al 99. Se

extrae una al azar, calcula la probabilidad de que en
sus cifras esté el 7.

En una bolsa hay 2 bolas rojas, 4 bolas verdes y 4
azules. Se saca una bola al azar, calcula la
probabilidad de que NO sea verde.

. Calcula la probabilidad de rojo en la ruleta de la figura

Se saca una carta de una baraja de 40, calcula la
probabilidad de que sea de OROS o un AS.

. Si A 'y B son dos sucesos tales que P(A)=0,64,

P(B)=0,36 y P(AnB)=0,12. Calcula P(AUB).

Los resultados de un examen realizado por dos grupos
de 3° ESO se muestran en la tabla adjunta.
Seleccionado un estudiante al azar calcula la
probabilidad de que sea del grupo B y apruebe.

. Un dado cubico esta trucado de manera que la

probabilidad de sacar un cuatro es cuatro veces la
probabilidad de cualquiera de las otras caras. Calcula
la probabilidad de obtener un cuatro.

Se lanzan una moneda y un dado, calcula la
probabilidad de que salga CARA y n° PAR.
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10.

11.
12.
13.

9 N g U

Soluciones de los ejercicios para practicar

. A={00,11,22,33,44,55,66}

B={05,14,23,55}

AUB={00,05,11,14,22,23,44,55,66}

ANB={55}

. A={{CcxXX,XCX, XXC}

B={ccc,ccx,cxc,Xcc,CXX,XCX,XXC}
AUB=A AnB=B B ={xxx}

. AUB={2,4,6,8,10,12}

ANB={4,8,12}

A~B={8,12} A~ B ={4}
AnB={1,2,3,5}

P(verde)=4/12=1/3
P(A)=12/50=0,24 P(B)=7/50
P(A)=1/4 P(B)=27/40
P(3)=7/36

Debe salir un 6, como ya hay uno:
P=3/38

En 16 de las 28 fichas,
P=16/28=0,57

Hay 6 casos posibles, P=2/6=1/3
P=0,3
P(A)=1-0,21=0,79

14.
15.
16.
17.

18.

19.

20.
21.

22.

23.

24.

P(AUB)=0,55+0,45-0,20=0,80
P(B)=1-P(B)=1-0,39=0,61
P(impar)=0,33 P(1)=P(3)=p(5)=0,11

a) No pueden ser ciertas ambas ya que
son sucesos contrarios y 5/26+11/13=1
b) P(“negra”)=21/26

Hay 12 posibles menus
a) P(A)=1/12 b) P(B)=1/6

a) P(1)=4/36=1/9
b) P(menos de 0,40)=12/36=1/3
¢) P(“méas de 0,50")=20/36=5/9

P(A N B )=1-P(AUB)=1-0,81=0,27

Asisten 80 personas
a) P(mujer y menor de 40)=12/80=0,15
b) P(menor de 40)=28/80=0,35

P(RNC)=P(R)+P(C)—P(RLC)=0,03
La probabilidad de sacar el “Rey de
Copas” no es 0, luego si que esta.

P(grulla con anilla)=4/50=0,08
n° estimado = 40/0,08= 500

Superficie de la diana= =n-(4r)?>=16nr?
Superficie verde= 1t-(3r)?- nt-(2r)*=5nr?
P=5/16

[y
o

A S

Soluciones
AUTOEVALUACION

{A, E, I, O}
{L, T, R}
19/99

6/10 = 0,6
4/12 = 1/3
13/40

0,88

15/50 = 0,3
4/9

. 3/12 = 0,25

No olvides enviar las actividades al tutor »
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